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Capitolo 1 


Nozioni preliminari 


1 Richiami di teoria degli insiemi 


1.1. Tnsiemi e loro proprietà 


Un insieme è una collezione di oggetti utt distinti fra di ro. GI oggetti di uninsieme si chiamano 
olomenti dell'insieme. 


Questa afermazione non è la definizione di insieme. Tnfatti, per dire cosa è un inserse ab 
bicmo utilizzato il termine collezione che non abbiamo presedentemente definito, Avremmo potuto 
usare i termine famiglia n Tuogo di collezione Tn ogni caso anche questo tesine non Io abbiamo 
precodontemente definito, Inoltre, anche il termino paglto non è stato precedentemente definito 
Quindi per dire csss è un insieme abbismo utilizzato tenzini che non abbismo precedentemente 
definito ma di cui è noto l significato, Ne segue che il concetto di insieme, come quello di elemento, 
è da considersisi un concetto primitivo, osta una nozione sul cui significato simo tutti concordi e 
che per essere spiegata necosita coclusivamente di sinonimi 


Un insinze si indica generalmente con una letera maiuscola, mentre gli elementi si indicano 
generalmente con una lettera minuscola, Nulla irta però di indicare un insieme con una lettera 
minuscola ei suoi elementi con lettere maiuscole. L'unica cosa che conta è che non vi sia ambigua 
sù chia l'insieme e chi stano gli elementi. A tal fine si introducono le nosiani di appartenenza e 
nn appartenenza di un elemento sci un insieme 


Se A è un insieme © a è un elemento di A diciamo che a appartione ad A e scriviamo a € A 
Se è man è un elemento di A diciamo che B non appartione ad A e seriviamo è A. 


1 siiboli € e g indicano rispettivamente appartenenza e non appartenenza di un elemento ad 
La Matematica è une scienza che si esprime prevalentemente com simboli. Alti simboli che 
useremo spesso ne) coso di Analisi Matematica 1 sona i quantifiator: 3. 


Vi quantificatoro universale. Si legge “per ogni, qualunque, ogni, tutt a seconda dell'oppor- 
unità. Sì usa predire che ogni elemento di un insieme snddista una certa proprit'a. 


8 5. ancelotti, Lesioni di Analisi Matematica I 


quantifieatore esistenziale. Stlegge 
di un insieme che soddista una cerca propriet a 


state" Sì ua per dire che esiste almeno un elemento 


Se ai desidera indicare che esiste un unico elemento di un insieme che soddisia una certa 
i, cioè si {a seguire al quantiicatore esistenziale il punto celammativo “1° 


La negazione di 3 (esist) è 7 (che i legge "non asso") Si uca per dire che non ie alcom 
elemento i un insieme che soddisfa una certa propia. 

Si osservi che l'affermazione “non esisto alcun elemento dell'insieme A che soddisfa 
la proprietà P" ha lo stesso significato dell'aferzazione “ogni elemento dell'insieme 4 non 
soddisfa la proprietà P" 

Quindi in termini simbolici, “Za € A tale che soddista Pi pio anche river come "Va € A, 


a non soditisfa PP. Pertanto *# tale che..." equivate a nom _..", Quindi 1 contrario di 
3. tale che..." èsta "7. tale che ° che Y .. nom... Di conseguenza il ontrano di "Y 
è 53 ..tale che nom -.°, È ben noto che l'affermazione, 0 meglio la proposizione, contraia è 


detta negazione. 


Proposizione | Negazione 
tale che F tale che 
tale che Vo mon 
Palo cho tale che 
+ non tale che 
DI 3 tale che non 


(10) Rsempia 
Consideriamo l'afermazione “tutti gl etudenti del Politecnico di Torino hannoi capelli bond" 
È evidentemente FALSA. La negazione, osia quella VERA, è "esiste almeno uno studente del 
Politecnico di Torino che mon ha i capelli biondi" È errato diro che Ta negazione è “tutti gli 
studenti del Politecnico di Torino non hanno i capelli biondi" 
n termini simbolici, se demottamo cos S l'insieme degl studenti el Politecnico di Torino e con 
 l'insinne degli student 


on i capelli biondi, l'affermazione falsa è 


L'affermazione erroneamente considerata la sua negazione è 


| wessga 


Quella vera, la aa negazione, è 


Cap. tr Rappresentazione di un insteme. 


11 simbolo "i legge "tale che”, A volte anziché scrivere ©" si traccia una linea verticale co) 


(12) Definizione Stano A e E dur insiemi. Diciamo che A è un sottoinsiome di 8 se 
ogni elemento appartenente ad A appartiene anche a [3 In tal caso suriviamo 


(be si logge "A è un sottoinsieme di E" oppure "A è contenuto in 8° 0 anche " 
47). Tn aimboli i puo serivere 


ACB © VaEA aeB. 


So A non è un cottcinsiemo di B, scriviamo A $ P (cho i legge “A non è un cottinsieme di 
oppure "A non è contenuto in 8°). In base a quanto osservato in precedenza a proposito 


cella negazione dell'affermazione 


in simboli st può crise 
AgB © Baedi ag 

Osservo che ogni insieme A è soteinsieme di sesta, Quindi si puo srivere A CA 

1 simboli © 0 {indicano rispettivamente che un insieme è 0 meno sottoinsieme di un altro 


Diciamo che A 0 sono uguali se AC B e BC A ein tal coso soriviamo 


{ebe si legge “A è ugualoa 2°). In simboli sì po srvere 


A=B <> VaeA aeB EB bea 


Se 4 e B non sono uguali allora diciamo che A e 2 sono diversi e scriviamo A 7 8 (che i 
egg “A è diverso da B' 


(1.3) Definizione Sia A un insieme. Diciamo che A è finito e contiene un numero finito 
di elementi. Se A man contiene un momero finito di elementi diciamo che A è infinito, 


1.2. Rappresentazione di un insieme 


Rappresentazione intensiva, Molto spesso gli elemsenti di un insieme A sono clementi di un 
insieme ambiente X che verificano una certa propia P. Tn tal caso si tappersenta l'insieme 


mn 8. Lascalott, Lezion! di Analisi Matematica I 


eivendo fa parentesi graffe qual'è la proprieta verificata dai suoi elementi ne seguente modo 


{EX: a verifica P). 


Un insieme ammette più rappresentazioni intensive 


(1,4) Esempio. L'instese de numeri pari si puo rappresentare in forma intensiva come 


Se denotiamo con N l'insieme dei numeri interi non negativi, detti numeri naturali, allora 
un'altra rappresentazione intensiva di P è 


L'insemse dei numeri dispari D si po rappresentare come 


Rappresentazione estensiva. Si acivono fia parentesi graffe tutti gli clementi dell'insieme, 
nie finiti ma 


snparati da une virgola o da un punto © virgola, St usa per rappresentare 
asiche per gli inseni infiniti i cui elementi cono caratterizzati da una proprietà che permerte di 
scavare tutti gli elementi convscendone alcu 

(1.5) Esempio. L'ingieme 4 contenente i mumeri 1,3,d,27 i può rappresentare in fuma estensiva 


(1,5) Baempio. L'insieme dei numeri pari Psi ja rappresentare in forma estensiva come 


tn quest'ultimo esempio è puntini". stanno ad indicare che l'insieme è infinito e che gl 
elementi succesivi a d si susseguono con la stesa “cadenza” con cui sì suseguono i primi tre 
‘insieme. Anslogsmente, l'insieme dei numeri diepari ci po rappresentare in forma 


elementi del 


Rappresentazione grafica. Sì rappresenta l'insieme con i cosidetti diagrammi di Fulero- 
Venn. Sì srccia una linea china e all'intero si considerano gli elementi dell'insence 0 al di fuori 
gli elementi non appartenenti all'insieme 
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A hi 
ED | 


(1.7) Esempio. L'insieme A contenente i numeri 1,3, 4,27 e po rappresentare in forma grafica. 
in questo modo 

Osserviamo che i nume 2 ev non appartenendo ad A sono disegnati al di fuori della linea 
chiusa. 


(1.8) Osservazione Consideriamo l'insieme A = {1,3,4,27} 
Te seguenti citture anna senso e sumo correte, nel senso di VERE: 


Le sazuenti critturo hanno censo © ono errate, nel censo di FALSE: 


Le seguenti stture non hanno senso e ovviamente soma estate. In tal caso palo non ha 
senso dire ce sono VERE o FALSE. 


Inftt, non ba senso dive che | è un eotinsieme di A, essendo 1 un elemento di A e non un insieme 
Così come man ha senso dire che l'isteme {1,3) appartieno ad 4, essendo un suo sottoiiemo 0 
non un elemento, Analoghe motivazioni negli alt casi 

Se per reempio si vuol indicare che 


insieme contenente 1 è un sottoinsieme di A, si deve 


um 8. Lacetti, Lotlon! di Analisi Matematica I 


1.3. Operazioni insiemistiche 


(1.9) Definizione Siano X un insieme e A un sottotnzieme di X. Si chiama complemen- 
tare di 4 in X l'insieme contenente gli elementi di X che non appartengono ad A Si denota 


conCzA. le simboli 


Talyolta, dove non sussista ambiguità il complementare di A sì denota semplicemente con 
CA. Sì osservi che C(CA) = A 


(1.10) Esempio. 1 complementare nell'insieme N de numeri naturali dell’isieme dei numeri pari 
è l'insieme de mumeridiepari, Denotati rispettivamente con Pe D si ha che 


ep=D, cD=p. 


L'insieme C4X è l'insieme degli elementi di X che non sppartenzono a X. Ne segue che non 
ha alcun elemento. Viene chiamata insieme vuoto e lo si denota con il simbolo . Esiste un 
‘unico insieme voro e per convenzione è considerato setoinsiene di ogni insieme. Quindi possiamo 


(3 DEX, VA insieme. 


(1-11) Definizione. Siano A e B due sottoinsiemi di un insieme X. Sì chisma intersezione 
to 8) l'iniemo i cu elementi appartengono sa ad A che a B. Losi 
denota con A NE. la simboli 


Sichisma unione di A © È (a A unito 5) l'insieme cui elersenti appartengono ad A oppure 
è È, Lo i denota com AU. In simboli 


Evidentemente AN BG AUR 


did © E (o A inter 


Cap. 1° Operazioni insiemistche Dr] 


(1,12) Proposizione | Siano A, B,C sottomsiemi di un insieme N, Allora valgono i seguenti 
fatt 


a) ANBCA ANBCB a) ACAUB, BCAUB 
O) AnB=gna UV) AUB=BUA 

9 (ANBINC= AN(BNO): 4) (AUB)UC = AU(BUO) 
d) (ANBIUCS (AUCIN(BUC)  d) (AUBINC=(ANCIU(ANC 


Indire si hi che 
AUB=I +» 4-5 


Dimostrazione. Per esercito. ® 


(1.13) Definizione | Siano A e 8 due sottinsienzi di un insieme X. Dicismo che A e 8 
sono disgiunti se 40 E 


(1.14) Definizione Consideriamo n sottoinsiemi A. 1A, di un insieme X, con 1 intero 
maggiore di uno. Dicismo che A;,...,A, sono a due a duo disgiunti co per ogni i,j = 
Isc. toni 43 si ha che A, 


(1.15) Definizione. Sia A un insieme. Si chiama insiemo dello parti di A l'insieme } cui 
elementi cono tutt i socotnsiemi di A. Sì denota con PA). 


(1,16) Osservazione 
8) Poiché l'insieme vuoto è cotoinsieno di ogni insieme, si ba che l'insieme delle parti di un 
insieme A non è vuoto. Inoltre, se A # D, essendo A © A, allora l'insieme delle pati di A 
contiene almeno due elementi, A ed 
5) Sì dimostra che se un insieme A ha n elementi, con n € N, alora l'insterse delle parti di A ha 
2° elementi, A causa di questo fatto l'insieme dello pari di un insieme Asi denota a volte 
con il simbolo 24 


Se A = 0 allora P(A) = P(0) ha un unico elemento che è appunto. Quindi P(D) = (0). 


(117) Osservazione Sia A 0. Allora valgono i seguenti fut: 
a) Ac PIA) 4) dePO): 
U {A} cPiA) H) {SPO 
a AEPIAN #) 0EP0) 


si 8. Lascalott, Lezioni di Anslsi Matematica I 


Le proprietà e) e) non sono in contradidisionecon quanto afrmato nell’Osservazione (1.8). Infatti, 
pur ecndo A un elemento dell'insieme P(A), è pure ui un insieme @ quindi ha senso dire co è 
contenuto 0 meno in P(A). Aralogamente per 0. Molto, in quest'ultimo caso la proprietà ©) 
eulta era, condo @ stotnsiemo di ogni insieme, Si servi infine che {A} 7 A, A € {A} so 
A# 0 altra Ag {A}, monte @C {0} 


(1.18) Definizione Siano 4 e 8 due insiemi. Si chiama prodotto cartesiano di 4 e # 
{a A prodotto cartesiana 8} l'insieme delle coppie ordinate (a,5) con a € A e b € B. Si 
denota con i simbolo A x E (che di legge “A per B° oppure "A cartesiano B 


Insimboli 


Quandosi perla di coppie ordinate, si intende parlare di coppie di elementi in cu è importanre 
Lordinecon cui vengono siti questi elementi. Quindi, in generale, si ha che Ax B# BXA 


Vale l'uguaglianzase e solo se A = B. In tal caso i pone 


al quadrato”). Pili generale se 4;,...,4, 
con n numero intero maggiore di uno, sì chiama prodotto cartesiano di 


{chesi legge “A due" e non "A alla seconda” 0 


Axy; 1A, l'insieme delle n-uple ordinate (ay 1 ,0,) con an € An. 1.18, € Ay Si denota 
con i simbolo A, xx Ax. la simboli 


Allora i pone 


{ehe si legge “A n° e mon "A alla n°). 


(1.19) Definizione Siano A e (8 duo insiemi. Sì chiama differenza insiemistica di A e 
È (0 A differenza insiemistica E) l'insieme egli elementi di A che non appartengono a B 
Sì denota con A (che si legge “A meno B°) 


2 Insiemi numerici 


ti simboli 


generate, A\B# BA e vale 


Evidentemente A\B CA e (A\B)0B = 9. Troltr, in 


l'uguaglianza e o solo se A = E 
$i chiama differenza simmetrica dî A e 1 {0 A diforonza simmetrica 1) l'insieme dato 
dall'unione di 4 \ 8 e 81. Si denota con AAB. In simboli 


(1:20) Proposizione Siano A e 8 due insiemi. Allora valgono i seguenti ftt: 


a) A\B=A\(ANB] 
5) AAB- (AUB)\(ANB) 


è) AAB = BAA 


Dimostrazione, Per esercizio. = 


2 Insiemi numerici 


21 Numeri naturali, interi, razionali, reali 


Imtroduriamo i seguenti insiemi: 


N; insieme dei numeri naturali. È l'insieme dei numeri interi non negativi che abbiamo 


inconerato in Aritmetica, in dalla scuola elementare, In simboli 


E + insirne dei mumeri interi, In simboli 


Evidentemente NC 7. 


o 5. Lanccott Lesioni di Analisi Matematica I 


Q > insieme de numeri razionali. 1 numeri razionali sono i umeri che si posono rappresentare 
cone quoziente (fazione) di due numeri interi. Non è restrittivo supporre che la frazione sia 
ridotta ai minini tenini, Sono quindi tutt i nuzari decimali Lita, osa queli che hanno 
n numero finito di cifre a desta della virgola, e anche i numeri decimali limitati periodici 
ossia quei numeri decimali che hanno una sequenza illimitata di cite a deeta della vingola ma 
che da un cerca punto n poì st ripetono (pioli! a) Tr stemtoli 


Esidentemente 2 C Q. 


R: insieme dei numeri reali. Sono tutti i numeri razionali e i numeri srazionali, cessa i 
nutmeri decimali ilimitati on periodici, ad esempio vI, YF, s e tanti ati {sono infiniti) 
Esndentemente GER 


2.2. Operazioni sui numeri reali 


Nell'insicmo R dei numeri reali sono den definito le operazioni di somma, denotata con il simbolo 
4°, 0 prodotto, denotato con il simbolo "". Ciò cignifca che Va, b € R si ha cho a + b e R 


e as b € R_ Tn genere i simbolo di prodotta + viene sottinteso e anzichè aivere ab ai «e 


semplicemento ab 


(2.1) Proposizione. Valgono i seguenti ftt 
1) (proprietà commutatino) 


va ber 


2) (proprietà ascociative) 


aber: (a+b)+e=a-(b=e),  (oble= att); 


3) (roprietà distributiva del prodotto rispetto lla somme) 


Vat,ceRi  (a-b)e= sette 


Cap. Operazioni sui numer reali ar 


4) (esistenza dell'elemento nestro per a somma) este un unico elemento neutro per la 
somma, 0 sero), tale che 


veeRi 240-040 


5) (esistenza dell'elemento nestro per il prodotto) esite un unico elemento neutro per il 
prodetto, 1 (uno), tale che 


VER: al-laca 


(esistenza dll'opposto di un manera real) per ogni a € R esiate un unico ol € R tale 
de 


ata=o 


N vomera reale a' è detto opposto di a e si denota con o' 


1) (esistenza dl reciproco di un numero reale diverso da sero) per ogni a € R com a #0 
esiste un unico o € R tale che 
Pasi 


1 numero reale a è detto reciproco di a e si denote con a' = è eppure con a' = a !. II 


reciproco di O non esiste. 


Si ossei che il cipioco di un numero diverso da 0 non si chiama inverso. 


È ben noto che ad ogni numero reale non nullo, cioè diverso dl sero, è asociato un segno, + 
(più) oppure — (meno), mentre a 0 non si associa alcun segno particolar, oasia +0 = -0 =D 


(22) Definizione Sin r e R 
Diciamo che £ è positivo se x ha segno — e scriviamo £ > 0. 


Diciamo che 7 È negativo se 5 ha segno — e scriviamo £ < 0. 
Diciamo che 7 è non positiva se x < 0 oppure 5 = 0 e scriviamo 7 <0. 
Diciamo che r è non negativo se r > 0 oppure r = 0 e scriviame > 0, 


(23) Definizione Siano r.veR 
Diciamo che £ è maggiore di y sez — y> 0 sriviamo 2 >y. 
Ditiamo che £ È minore di y se x — y < 0 escriviamo x < 

Diciamo che 7 è maggiore 0 uguale a ye 5 — y 2 0e scriviamo 1 > y 
Diciamo che £ è minore 0 uguale a y ser — y < 0" scriviamo 7 < 


Si ossrsi che x & maggiore (risp. minore) o uguale a 0 ce e solo o è nom nesatito (risp 


ss 5. ancelotti, Lesioni di Analisi Matematica I 


Si osetvi inoltre che x < y equivale a saivere y > 2. Analogamente x < g è equivalente a 
43 2 Le disugueglisimez < y e 7 > 4 sono anche dette disuguaglianze strette, 


(24) Osservazione La tabella seguente riporta alcune proposisioni riguardanti  simbali di disu- 
guoglianzae la lo negazione. Siano 7,4 € R. Sì ha che 


Proposizione | Negazione 
En Peri 
teri SY 
334 s3y 


(25) Proposizione (Proprietà della disuguaglianza) 
Valgono i seguenti fatt 


@) perognir e R si ha cher < 27 Coroprietà riflesso) 
8) sen ye R sono faliches <y e y<2, alleraz=yi || (proprietà antisimmetrica) 


@) seri. ER sono tali cher <y ey < 5, allorar< (proprietà transitiva) 


4 per ogni r,y € R si ha che e <y oppure > gi oraprietà di confrontabiità) 


2) seme R sono tli che x <y e s ER, allorar+: < y> 


1) sezigia ER sono tali che e <y 2220, alloraze < 


d) sergio ER sono dali che sy es 0, allorenz = 3 


H) de mim € N gono dali che n < m e. > 0, alora i ha che 
deri » mor 


iI doman 


(2.6) Osservazione 


8) La selazione < è detta relazione d'ordine. In base alla proprietà precendente d), ogni numero 
reale è confrontabile con ogni alto numero reale. Si dice che la relazione d'ordine è totale 
Essendo N CZ © QC R, la medreima relazione d'ordine è totale se considerata colo in N, 
in 2, in Q. Come vetremo, nell'insieme dei numeri complessi (vedi Paragrafo 2.5), non è 

ve totale che goda di tutte Te propre a precedenti 


possiie introdurre una relazione d'o 
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8) La proprietà tranitiva si uo acrivere su un'unica riga nel seguente modo 
asye: 


n ci permette di dodure che il mumero più a ietra x, è minore 0 ugusle del numero più a 
destra, 2. Quindi 
sSn VS: > s6r 


ta sriveremo sempre così 
CETTLI 


© coneluderemo automaticamente che £ € 


54 osservi inelte che la impre? tranaitiva valo anche se almeno tina delle duo disuguezlisnee 
è stretta, cioè non c'è l'uguae, e in tal caso ci permette di concludere che 3 < >. Par esempio 


ey yer = rca 
@) Sor < peg 5,5 può ancora acsivero i un'unica riga. 


ma non ci permette di dedurre né chex < 2, né che s > 2. Quindiè prefeitile non usare 
ue srittura. 


(7) Definizione Sis x € R_Sì chiama valore assoluto (o modulo) di 7 il numero 
ale che ccincide con x se x > 0 e che coincide con —r g0 r < 0, Sidenota con el, In simboli 


lla eso, 
(2.8) hai = 
lel=-2 se2<0. 
To (02) ipo ie in modo più copi oi 
BEeET 
H-{ n 
= me<0 


11 numero rele 2 di cui si calcola il valore assluto è detto argomento del valore assoluto. 


11 valore acoluto di un numero reale può rscere definito anche ne eoguente modo 
2 ser>0, 
tal -{ 
= esso. 


L'uguaglianza dell'argomento a sero pio esere combinata indiferentemente con i > o con i <. È 
beno non mettere il sogno di = in enerambi i cas. Ancho ce in questa definizione non è erato, in 
atte situazioni po lar luogo at una ambiguità. 
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Infine, è chiaro che il vate assoluta di i puo anche scrivere come 


5 er>0, 


0 ser-o, 


2 020. 


Negli esempi che seguono il imbaîo e indire il numoro di Nepero, È ben noto che è un 
‘nuto razionale, eu valere approsizato alla decima cifra decimale è 2, 7182818284. [n stmbolt 


22 2,7162815284, 


dove il imbolo si legge “circa ugute” @ “approssimato” 


Con 1 simbolo log intendiamo il logaritmo naturalo, ccà il logaritmo in baco e, In itmboli 


tog= log, 


Dalla desnizione di valore ascluto di un numero reale 2, si capisce che si tratta di un numeto 
rese, rappresentato dal simbolo z|, e chel suo sore d'pendedal segno di, Infatti, se è positivo 
@ nullo, allora el = x; se è negivo, alora |e| = =. Quindisi hanno solo due possi’ a, a 
ancona del segno di 2. Tn valle al numero 0 non viene sstegnata un segno specifico, essendo 


10 —0 — 0 Grind ole esce pù precisi sò die che a pate cam 7 = Ori valore 
acute di un numero x dipende dal egno di. Iole [9] = 0, 
(29) Esempio Siha ce 

1-2=2, dal — 19,4760] = 12,4768, VT] i 


Consideriamo ora un numero reale t. Il valore assoluto di , denotata con |, è per defizizione 


mea 


Se è un numero reale il cui valore dipende da un altro numero reale x tramito una formula, 
un'espressione matematica, che indichiamo con è = (7), allora il valore assoluto di tè, sempre per 
defiizione, 


(I 


1 miZ0 ga (FG) eFl)zo 
#={ a 

i oto Te) FR eo 
Quindi ao alito di FG), dotto com (PI cr 
e Ra lo veli di per ci 1) 
doi ad di x per ct F() < 0. Por spie ali noi lc eli di © po co P() 2.02 
500) <0 bingne fe le du dimquasini (O) 2 De FI) <O, 


(2.10) Esempio 


ide con Fr) quando F(r) 2 0, cioè 
0 e coincide con —F(x) quando £(7) <0, cioè per tutti 


Capi 


Operazioni su numer reali 


ha che 


ha che 


ha che 


ha che 


ha che 


ha che 


Ù 


loge=1 


VEE 


toga 1 
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(2.11) Proposizione: Siano a,b € R. Allora valgono i sementi fat 


dies — 


<b. feventuaimente non esiste 2 


seb<0); 
8) Jajze <> ec-hedd (eventualmente per ogni e € R sed < 0) 
d) laleb e derch. (eventualmente non ester € R seB <0)) 


CITETAREGEZZ) 


DC 


tualmente per ogni x € R seb < 0) 


Dimostrazione 


a) Pev deflazione di o] si ha che 


£ m230 


2 er<0, 


Quindi Ta disequazione [e] < 8 diventa 


Feb RrDO TETTI] 


sero 


268 er<0 


sogne che vori di 2 per ci |] < è sono tutti e soli quelli che verificano — < e < 8 In 


particolare se È < 0, allora —b > 0 e quindi nom esiste alcun x € R tate che -b < x <è 


1) Pre definizione di [o] i ha che 


Quindi la disequazione lr] > 


CEETEO 
ez esco | 


50 > 0, allora i tte [FERIE] 
Sd 0, allori tie [FE TE Tr] ci 


Anialogenente si dimostrano le prep e) è 4), ® 
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(212) Teorema (Proprietà del valoro assoluto) 
Valgono i seguenti fatt 
8) per cani 2 ER si ha che 


lel>0, [-sl=dr, s<lol 


8) Jai 30 see solosez 


dipilamizz ERA de 
leg = lellv 


si ha che 


@) (esuguagtinza trimgl 


re) per ogni 2 y € 
beta <lal+ | 


e) per ogni ziy ER sia che 
[tel tv|<ie=st 


Dimostrazione. Lepropretà 1), 8), ), sono facilmente verificabili vengono leciate per eercizio 
Proviamo la pipriet a d). Per le proprietà della disguaglianza (vedi Proposizione (2.5), a) si ha 


lal<la  lSl 
Per la Proposiziane (2.11) a) ne segue che 


Per le propia della disuguaglianza (vedi Proposizione 2.) 


aggiungendo — sl si ottiene 


Exendo y < |yl, aggiungendo |] i ottiene 


2)) i ha che aggiungendo y in la] < 


risendo lol < 


Quindici ha che 
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che per la Proposizone (2.11) 6) è equivalente a 
less <lel+ii 


Proviamo ora a piopiet a e). Per la proprietà d), si ha che 


lel= (lea) = Slot lol 


Quindi 


019) lel- lv <le=s 


Stambiendo x con yin questa disuguaglianza i ottiene 
VEE 


ed essendo pera a) ly= sl == gl «i ha 


Quindi 


Corabinando con (2.13) si ottiene 


vl < lalla <le-gl 


che per a Proposizione (2.11) 0) è equivalente a 


| atea 
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2,3. Intervalli sulla retta reale 


L'insieme dei numeri seali R soddisfa la coguente propre a, nota come Preprit'a di continuità 0 
anche Principio {o asstomo) di Dedekind 


Principio (0 assioma) di Dedekind Sieno A e B due sottoinsiemi mon vuoti di R. 
Supponiamo che a < è per omni a € A e BE R 
Allora siste e ER fale che a << è per ogni a CA © DEB. 


Questo principio stabilisce che se tuti i auzseri rei in A sono minori o uguali quelli in &, 
alora este almeno un elemento soparatore © che separa i numeri di A da quelli di B. Questo 
fatto garantisco che nll'insterse de numi reali non si siano "buchi", cioè non è possibile trovare 
due sottoinsiemi non vuoti di R separati fra loro e tali che fra questi ue sottoinsiemi non i sia 
ila, cioè non i sito numeri rali. Da qui la dicitura proprietà di continuità, che appunto ata 
ad indicare come i numeri reali sì susseguano con continuita l'x l'altro senza interruzioni (buchi). 

Grasio a questa propria è poseibile rappresentare graficamente l'insicme de numeri reali R 
modiante una retta orientata dla retta nom ba buchi”), Ciò significa che è possibile definire una 
corrimonenza biunivoca fa l'insieme R e lintieme dei punti della retta, che faccia quindi cor 
rispondere ad un numero reale uno e un sulo punto della retta, in modo che venga preservato il 
verso di crescita de nunneri reali. In tal modo la retta è detta retta reale. Ogni punto della resta 
rappresenta, e di conseguenza identifica, un unico numero valo, Chiameremo $ punti della retta 
indiferentemente punti di R 0 numeri reali. La retta può escere disegnata in modo orizontale, 
veticale, obliquo. Quello che conta è che ia orientata. Abitualmente se è rappresentata orson. 
talmente, il veto di crescita è da sinietta a dieta © se è rappresentata verticalmente il verso di 
crescita è dal baso verso lato. Fistato il punto O (neo), si ha che nel caso di rappresentazione 
orizzontale, i numeri postivi sono s destra di 0 e quelli negati a sinseta di 


3A R 


“Talvolta per indicave l'orientamento della retta, cioè il verso di cscita dei numeri reali, i disegna 
tina freccia. 


NI icegno esuente rappresenta alcuni numeri reali sulla retta ea. 


a 171. 


Si cseervi che in Q la proprietà di continuità non vale, Infatti, si ha che ogni numero inazionale 
a, quindi non tazional, cio a  Q, separa i due suttoinziemi di Q costituiti dai numeri razionali 
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rispettivamente minori e maggiori di a ma non esiste un elemento separatore appartenente a Q, 
essendo l'elemento separatore proprio a stesso 


(2.14) Definizione Sia / © R. Diciamo che / è un intervallo se per ogni a,b € 1 con 
2 < Bi ha che l'lnsieme del numeri reali compresi fra e bè contenuto in P. Tn simboli 


abelaci > {reRia<s 


ner 


Moti studenti confondono la notione di insieme con quella di intervallo È evidente che e l'è 
n intervallo, allora è un insieme. Il siceversa non È vero 

Cone vedserso ne cons di Analisi Matematica I la nozione di intervallo è molto importante: ci 
sono prop a che sono vere solo in un intervallo e non in un insieme generico, È quindi opportuno 
‘sn da ora comprendere la differenza fra queste duo nozioni, al di a della somiglicnza linguseica 
ehe forse è Ta principale cura della confusione tra due sonceti 

Gi intervalli distinguono ir limitati illimitati 


Intervalli limitati. Siano a, è € R con a < È. Si chiama intervallo aperto di estremi a e 
l'insieme 


{reR: acre) 


Losi denota con (2,5) oppure a,b, m simboli 


0) 


PER: acr<b) 


Grascamente conisponde ai punti del segmento di estremi a eb, celusi gli estremi. 


Sì chisma intervallo chiuso di estromi a 0 4 l'insieme 


Geri assest) 


Lo si denota con |a, 8}, In simboli 


(o) 


Graficamente corrisponde ai punti del segmento di estremi a e b, compresi gli estrn. 


Se uno di duo estremi a © 8 è compreso e l'altro è escluso, alora si parla di intervalli né aperti 
né chiusi. L'intervallo 


O) eri acre) 
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è talvolta detto intervallo chiuso a sinistra oppure intervallo aperto a destra. Graficamente 
corriponde si punti del segmento ii estremi a e , compreso a ed escluso 
L'intervallo 


(n) 


treR: ac2<h) 


è talvolta detta intervallo chiuso a destra oppure intervallo aperto a sinistra. Graficamente 
corrisponde si puaci del segmento di cetremi a € , compreso bed escluso a. 


tn tutti questi quattro cas, diciamo cha a @ è sono gli estremi dell'intervallo 
Se a < 3, si ckiama ampicsza dell'intervallo il numero reale 5 — a; si chiama raggio dell'inter 
vallo il numero reale 4, 53 chiama contro dell'intervallo il numero reale sit 

Osserviamo che l'ampiezza, il raggio e 3 centra sono sempre gli stessi indipendentemente dl fato 
che gli estemi sana inclusi  eeciusi nell'intervallo 


Intervalli iliitati, Sia a € R. Si chiama intervallo aperto illimitato superiormente 
L'instese 


GeR: 130) 


Losi denota con fo, -0c) oppure Ja, +ce/. Tn simboli 


(atea) 


Gerosa 


Graficamente corsisponde ai punti della semietta che si ostenta destra di a, sis a 


Sì chiszsa intervallo chiuso ilimitato superiormente l'insieme 


perso 


Lo si demota con | 


(+50) oppure, +ool; Te stenti 


del GER: #20) 


Graficamente corrisponde ai punti della semietta che si estende a destta di a, compreso e 
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In modo del tutto analogo si deiscono gl intervalli aperti e chius illimitati inferiormente 


(nora) =] coral {rER: 2 <a), 


(00,9) =]-anal= {rER: r<d) 


Graficamente corrispondono rispettivamente a3 punti della semirerta che e estende a sinistra di o, 
esso a nel primo caso, incluso a nel secondo 


(2.15) Notazione Ponieno 


(50400) =] 00, tool R. 


1 inoli+50 e o i chiamano rpetivamente “pi init” è “mano infinito”. NON 
SONO NUMERI REALI. Il simbolo 10 rpprcenta il conetto di poter see sempe pù con 
{mie on, e intesa. lb 0 repprsente I conca di pote decoro sepre 
i ci al, i imiaini, Pd ppt conto, no sso ni cl 
Pertanto si di csi NON ITA SENSO far option he si fanno auemente su ume eli 
«a ua, pda dilinnza, quinto, pinza, cdi logan, proel ve 

Sn quindi ERRATE; perc prive di signo le guenti copioni (a € Rn € N 
"32 


Ci cono autori che danno significato ad alcune delle espressioni sopra elencate. Tn genere, 
laddove vengono riportate, i dice che d'oè fatto per uno scopo ben preciso. Per scempio, per atutare 
a ricordare certe formule (scopo mpemonico, ad esempio nel caso dei limiti}. In altri casi alcuno di 
questo spressoni vengono cor definito per ragioni di complotezza epoetiva 0 per motivi contingenti 
all'angomento nel quale vengono usate (ad esempio nella teoria della misura e dell'interazione) 
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Nel nostro corso TUTTE QUESTE ESPRESSIONI SONO DA CONSIDERARSI FR- 
RATE, È quindi quanto msi opportuno perdere l'abitudine all'uso di alcune di queste espressioni, 
probabile retaggio degli insegnamenti secondari superior, quali ad esempio 


È solo il eso di ricordare che nella divisione fra due numeri reali, NON SI PUÒ DIVIDERE 
PER ZERO. 

Questo perché so 0 7 0, allra il risultato della divistone fra a © 0 non esisto. Infoti, mon esiste 
acum numero reale che moltiplicato per O dia a, mentre st = 0, allora il risultato della divisione 
fra a 00 non sarebbe unico perché ogni numero reale moltiplicato per 0 da 0, 


(2.16) Definizione Poniemo RU {oc} = RU {oe} U{-so}, 
Estendismo è questo insieme l'ardinamento dei numeri reali ne seguente modo 


VnyeRi sy > 2-y<0 
VRER: oo crsio 


Infine se r,3 € RU {+00} poniamo 


264 > 264 oppure © 


Questo ordinamento verifica le propo‘ a a) — ) della Proposizione (25), In particolare per 
la proprietà traneitiva, si ha che -o0 < +0. Per la propria di confrontabilità è un ordinamento 
totale su RU {+50}. Inolte è evidente che estende quelo di R. 


(2.17) Definizione Sia A © R. Diciamo che A è denso in ® se ogni intervallo {a,8) 
contiene almeno un punto di 4 


Si prova che l'insieme @ de mune razionali è denso in R (dimostrazione non banale), mentre 
è immediato verificare che né N né Z sono densi in R. Infatti, l'intervallo (0,1) non contiene alcun 

Questa propre a dei numeri razionali ci dice che dati due numeri reali a © È con a < b anche 
vicini, cioè com  — e prossimo a zero, este sempre eliseno un numero razionale compreso fra 
2 ed. E chiaramente, eistendone uno, ne esistono infni 
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2.4. Estremo inferiore, estremo superiore, minimo, massimo 


(2-18) Definizione | Sia A € R, A # d. Diciamo che 4 è limitato superiormente se 
illimitato 


siste m € R tale che m 
superiormente 
In alti termini A è limitato esperioomente se 


2 per ogni a € A. Altrimenti diciamo che A 


ImER: AC(-c0m) 


Per quanto detto a proposto della negazione della proposizione ‘3... tale che 


dire che A è ilimitsto ssperiomente se 


possiamo 


mer AL (00m, 


Diciamo che A è limitato inferiormente se esiste m € R tale che m S a, per ogni a € A. 


Altrimenti diciamo che A è illimitato inforiormente 


I aleri termini A è imitano inferiormente e 
im ER: A£ [m +0) 


tale che... possiamo 


Per quanto detto a proposito della negazione della proposizione 
sro che A è illimitato inferiormente se 


meR AL im -%), 


Diciamo che A è limitato ce è limitato sia superiormente che inferiormente. Altrimenti 
diciamo che 4 è imitato 
In altri termini A è limitato se 


ERA 


ton) 


ti i coon le ie it co qu di a 
(10) Beempio L'insene 
a-ffsennai) 


limitato ma nom fit. Int, A € 0,1} e A mon contiene un ursero finito di elementi, dato che 
contiene tutti i numeri è com n EN, #2 L 
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(220) Definizione Siano ACRA#PemER. 
Diciamo che mè un maggiorante di 4 se m > a per ogni a € A. 

Diciamo che m è un minoranto di perogmia € A 

Diciamo che m è il massimo di A se m > a, per ognia € A, e m € A, cioè se m è un 
anaggiorante di A appartenente ad A. Lo i denota con max A. 

Diciamo che m è il minimo di A se m < a, per ogni a © A, e m € A, cioè eo m è un 
minoranto di A appartenente aé A. Lo si denota con min A. 


ividentemente ogni minorante di un insieme non vuoto A è minore 0 ugualedi ogni maggiorante 
di A. Tn particolar si ba che, se esistono, min A < max A. 
fa bj allora 


(2.21) Esempio Siano a,b € R, con a <b. Se consideriamo l'insieme A 


minA=a,  maxd» 


Consideriamo ora l'insieme A = [o,8). tn tal caso 


min A mard' 2 


Infatti, essendo A' = Ja 8) = {r ER: a < 2 < 8), si ha che £ A. Se per assurdo estese 
mas A' = allora si asvebbe che & > r, per ogni x € A, o B' € A. In particolare < b. Quindi 
per ogni x compreso fra e bi avebbe che B < z: amundo. Ne segue che il massimo di A' non 


Analogamente se consideriamo l'insieme A = (a, 8} allora 


mind" 3 mara =ò. 


(222) Teorema Sia AC R, A # 0. Allora valgono i seguenti fatt 
a) se A è finito, allora A ammette messimo e minimo, 


B) se A ammette massimo © minimo, allora sona unici 


Tralaciamo la dimostrazione. 
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(2:23) Definizione Siano ACR, A#PemeR 
Diciamo che m è l'estremo superiore di 4 ge m è il minimo dei maggioranti di 4. Lo ei 
denota con sup A (che dì legge "cup di A°) 

Diciamo che m è l'estremo inferiore di A sn m è il masso dei minoranti di A. Lo si 
atemota con inf A (che sì legge “inf di 4°) 


Th base è questa denizine, per cafolare 1 sup A bisogna prima determinare l'insieme dei 
maggioranti di A e poi calcolare il minimo: per calcolaze inf A bisogna prima determinare l'insieme 
dei minoranti di A e poìcalcolame sl massimo 

(224) Esempio: Siano ab € R, con a < b. Consideriamo l'insieme A = la, Denottamo con 
0, 'instemo dei maggioranti di A e con m, l'insieme dei minorenti di A. Si ba che 


Au = {yeR: y2r Ye cA}= (yeR: 428) = Bb too] 


my {yER: y Sn Ve CA) fy ER: 4 <a) = (cova 


Quindi 
sup A = mini, 


infA = max = a. 
Osserviamo cho, in base a quanto visto nell'esempio procedente, 


cupi omar A inf = mina 


Consideriamo ora l'insieme A° = [a,B). Denotismo con My: l'insieme dei meggioranti di A° e con 
ty l'insieme de mimoranti di A. Si ha che 


Ma uan vred}= yeR: y>t}= [ht], 


Sr MEA} ER: 459) = (-o0vd 
Quindi 


supAl > mile =, int! > mine = 


Osserviamo che in base a quanto visto nell'esempio precedente, 


sup fmar A, infd'= mind 


(2:25) Notazione. Se 4 è un insieme illimitato superiormente, allora per ogni a € R esiste a € A 
tale che a 


m Quindi A non ammette maggioranti, iè l'insieme di maggioranti di A è 0. Poiché 
Orion ha elementi, on esiste il minimo di @. Pertanto non esiste sup. 
Tuttavia, per indicare che A è un insieme 


Inaitato auprriormente si use la notazione 
supi=coo 


Quindi questa notazione non vuol dire che sup A = +00, bensì che A è illimitato superiormente 

Sì A è un insieme ilimitato inferiormente allora per ogni m € R resto e € A tale che a < m 
Quindi A xon ammette minoranti, co l'insieme dei minoranti di A è D. Poiché 9 non ha clementi, 
nin esiste il massimo di @. Pertanto non esiste inf A. 


Cap. Estremo inferiore, estremo superiore, minimo, massimo si 


Tuttavia, per indicare che A è un insieme imitata inferiormente si usa la notazione 


inf = 


Quindi queste notazione non vuol dire che inf A > —00, beni che A è illimitato inferiormente 


Si ricorda che, in base alla deftzizione, l'estremo superiore e l'strezao infrio 


reali 


Proprietà Estremo | Notazione 


A illimitato superiormente | AsupA_[supA = seo 


A imitato inferiormente | FintA | int 


(2:26) Teorema Sia A CR, A 7 0. Allora valgono i seguenti fatti 


min allora m = int; 


8) sem =infA em CA, allorami = min; 


ma A, allora m = sup A 


4 sem sap em e A, allora m = max A. 


Dimostrazione. Proviamo e) e 8). In modo analogasi dimostrano e) dì 


Sem = min A, alora m < a, per ogni a € A, © m © A. Quindi m è un minorante di A. Si 
ora m' un generico minoranze di A. Quindi m' < a per ogni a € A. Im patcolare m' < m. Quindi 
inf 
ai perognia € A, em € A. Quindim = mind = 


ti è il mastio dei minoranti di A, cioè m 
Se mi = infA e m € A, allora i ha che m 


(1.27) Osservazione Da queste proprietà segue che 
4) se inf Ag A allora mon esisto min A; 
40) ce sup Ag A, allora non esisto maxA. 


Infatti nel caso i), se esieesse min. alla per la proprietà a) coinciderebibe con inf A e quindi 
inf A spparterrebbe ad A, contro ipotesi. Analogamente nel coso 1) 


(2:28) Teorema. Sio A CR, A# 8 Allora infA e supA se esistono sono unici 


Dimostraione. Immediata. = 
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11 risultato seguente è una caratteriszazione dell'estremo inferiore e superi. Viene spesso uti 
listato nelle applicaioni per determinarl splcitamento, senza calcolare li insiemi dei maggiorenti 
atei minoransi. 


(2.29) Teorema (Caratterizzazione di inf e sup) Siano ACR, A7PemeR 
Alora n = sup A see sole se valgono i sementi fatti 


a) ma per cani a € A, i è n maggiorante di 4) 
1) per ognim' < m enstea € A tale che a > n Gn è dl minimo dei maggioranti) 
Allora m = inf A se e solo se elgono i seguenti ftt 
2 m<a per omia e A; (im è sm minorante di A} 


dI per ogni > m esiste a E A tale che a cm fia è dl massimo dei minoranti) 


Dimostrazione. Immediata. a 


Si osceni che la proprietà b) stabilisce che ogni m' minore di m non è un maggiorante di A 
infatti site un elemento a di A tale che a > n°. Percanto mn è il minimo dei maggionanti di A. 
Analogamente a ppt 4) stabile che ogni m' maggiore di m non è un minorante di A. Infstti, 
esiste um elemento a di A tale che a < n°. Persano m è il massimo dei minoranti di A 


(2.30) Esempio Consideriamo l'insieme 


a-{R2* nen n>9} 


Determiniao, se esistono, inf, sup, mim, max di A 


63 elementi di A sono 5 rtmeri resi della forma 
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con n naturale, n > 1. Posstamo scrivere 


Quindi 1 è un maggiorante di A © 1 e A_ Infuti, por n = 1 si ottiene &&22 = 1, No segue che 
mexd = supA=1 
Esendo n >0 si ha che 


Cap. 1: Estremo inferiore, estremo superiore, minimo, massimo si 


Quindi è un minorante di A. Ci lomandiamo se 2 è l'estremo inferiore di A, cioè se è il maseimo 
dei minoranti dî A. Procediamo come nella coraterizazione di inf, Poniatzo m = è. La prep a 
0) è verificata, Contuolliazo se è verificata la propre ad), cioè se per ogni m' > è site a € A tate 
dina cm 


Cambiamo un po' i nomi. Poiché n° > d, possiamo pensare chesta della fuma 


con © > 0. Dire “per ogni m > È esiste a € A tale che a < im" equivale s divo “por ogni e > D 


esiste n € N con n > 1 tale che 


Mnbs2,.e 
Casi 
Conta qua stazione a Sha che 
nici. — Hei 


mas 
Fr 


Pertanto la propre“ a d) è verificata. Ne seguo che inf 


Priché È gl A, ne segue che Amin A 


(2.31) Osservazione Nell'esempio precedente abbinmo trovato il sup A utiiazand esclusivamente 
le informazioni sz A, osta che î suo elementi erano numeri fatti in un cerco modo. Inoltre abbiamo 
trovato l'inf A individuando un candidato estremo inferiore, seopre vilizzando le informazioni su 
A, 0 controllando che verifica la caratterisazione di inf 

Se mon avessimo individuato 11 candidato giusto, allora con questo motodo co ne saremmo 
accorti Tatti, supponsamo di ave individuata un altro candidato inf A. Osserviamo che tutti i 
numeri di A sono positivi, quindi 


Wenn>i 


Quindi Dè un minorante di A. C4 domandiamo se 0 è l'estrerno Infrire i A, cioè e è il mastio 

dei minoranti di A. Procedismo come nella caratteriszazione di inf. Poniamo m = 0 La prprie'a 

0 è verificata, Contrlliamo se è verificata la propre a d), cioè se per ogni m' > 0 site @ € A tale 
Come in precedenza poniemo 


con 25 O. Dire “per ogni m° > 0 esisto a € A tale che a < n° equivale a dive “per ogni e > 0 


siste n EN con n > 1 tale che 
mis 


Fn 
Controllo se questa afermazione è vera, Si ha che 


2 


<e de nbe-2)>3 
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Se fe —2 > 0, cioè se e > 2, allora i ottiene 


3 
ET 


allora non esito n Poiché solo pere > È esiste n € N con n > 1 
A #0 


Se noe Se 2 < 0, ciò e e < 
tale che 2228 < 2 e non per ogni "> 0, a prep ad) non è vertficata, Ne segue che i 


Chiudiamoquerto paragrafo oservando chel Principio di Dedekind (vedi pa; 25) è equivalente 


alla seguente proprietà 


(2.32) Proposizione Sia ACR cm A #0 
Se A è limitato superiormente, allora esiste up A 
Se A è limitata inferiormente, allora esiste inf A 


Fattoriale e binomio di Newton 


(2:33) Definizione | Sia n € N Il fattoriale di n è il numero naturale denotaso con il 


simbolo n © così definito: 
olea 


Qm Va>1 


Osserviamo che per ogni n € N si ha che 


(+= dint) enn+ 1) 


Molti, iterando questo procedimento, st ha che per ogni n € N 
(e zit= + 1]1(0+2) = n= 1)(n+2) 
Pertanto per ogni n € N con n > 1 si ha che 
al=nfn- 1) 


e per ogni n € N con n È 2 si ha che 


nfn-1)(n-2)1 


cy pi in generale, sem È € N com n 2 & allora si ba che 
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(2:35) Definizione Siano n,& € N con n > &. Si chiama coefficiente binomiale n su È 


di neanero natarile nta 


Per la (2.34) i ha che 


0) 


ino 


Osserviamo che srito in questo modo il coefficiente binomiale n si è il quoziente fra prodotto 
di fartor, n per n — 1 eco, ino am — (lE — 1, al ftorile di 
tn particolare si ba che 


OO (2) 0-( 


sO) 


Dimostrazione. Per esercizio. n 


Ta denorninazione “coefficienti binomiali si eve al fatto che come mostra il prossimo risul 


questi numeri sono i coefficienti dello sviluppo della potenza con esponente naturale di un binomi, 


(2.57) Teorema (Formula del binomio di Newton) Siano a,b € R e n € N. Allora si 
ha che 


A a 


{con la convenzione che 0 = 1) 


Tralaeciamo la dimostrazione. 
Si cseervi che ciascuno degli + 1 addendi dello sviluppo del binomio (a +8)" è della forma 


ss 5. Lancelot, 


dove E è un numero naturale ché varia da O n. Poiché lo sviluppo È Ta sorama di questi adden 
con E che va da 0a n, si può serivere in modo compatto come 


(a+ £()e si 


1) simbolo 5 i chiama somma © sommatoria e indica l'operazione di soma fra 
del tipo specifica 


i tutt 
‘tipendenti da valori interi di Ki detto indice della sommatoria, che variano 
da vsore speciiceto in basso a quello in allo 


Osserviamo che 


too 


Vazioa 


renze (rea ee 
(a+) = a' + 3a%b+ 3abt+8% 
Cee fee 


= (ee + (Mes di (e (de ca (e 


È bon noto che i coeficienti binomiai sono è numeri che compaiono all'interno d 
triangolo di Tartaglia 


cosidetto 


1 
11 
10201 
dI A 
(O AS 1 


R) 
ti 


Figura 1.1: Triangoto di Tartaglia. 
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di anche Den mato che sita la ga (— sima del triangolo di Tartaglia, i coefficienti della 
riga mesi sono. sì primo luomo uguali 1, mentre cefciente intrzdio di posto con 
22% n -1,è ugualealla sta del coeficinti di posto £—1 e posto & ellariga n 1. Questa 
roper è rettamente la) dell Proposisone (2.8) 


2.61 numeri complessi 


(2.38) Definizione Us numero complesso è un'epressone algebrica dell forma 


dh 


dove a,b € Re i è tale che è 
di 


e segue che l'entità matematica È non è us numero 
scalo, Posto > 


a 1 è detto parte reale del numero compleso 7 e sì «rive a = Re(3); 


4 1 è detta parte immaginaria del numero compleso £ e si scrive è = Im (2) 


11 è detto unità immaginaria 


Se Bb = 0 ai ha 3 = a = 10 = ay quindi n numero rese. Ne sen che i mumeri reali cono i 
ntiseri conplesi co parte immaginaria nulla, Se a = D e ha 5 = 0+  — i che viene derta 
numero immaginario. 


Se 3 = a 4 dh allora si dice che il numero compleso > è scritto in forma cartesiana {o 
algebrica), 

Qusta denorninazione si deve alla possiblità di mettere in conispondenza biunivoca l'insieme 
dei nurorsi complessi con l'insieme dei punti di un piana. Ad esempio, se consideriamo il piano 
cartesiano Ozy dove lungo l'ase x disponiamo la parte roale e lungo l'ace y disponiamo la parte 


immaginaria, allora ogni punto (a,b) del piano identifica in modo unico il numero complesso 


20 0- de viceversa. Tn tal caso l'ase e è ora detto asso realo, denotato con Ro, l'asse y è 
detto asse immaginario, desotato con Im, e il piano è detto piano di Argand-Gauss {o piano 
complesso). 


Dis) 
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(2:59) Definizione Siano e = a + be 


+ ib Diciamo che » e »' sono uguali, e 


Quindi due numeri complessi siti in forma cartesiana sono uguali s© hanno lasts parte 
nea la stessa pasto immaginaria. 


Somma e prodotta di numeri complessi 


Le operazioni di somma © prodotto fra muarseri complessi sono le clseche operazioni di somme 
‘prodotta dell'algebra letterale. Se 3 = n-4 ib e 2 = a' + if alora si definisce 


24 ea fa tib)t (e) feti] 


aa = (a+ (al) = + ia — dtd + 00 foal — BI) — ib - 08) 


Cone per il prodotto fra numeri rali, i serie 22' in Iuogo dir. Quindila somma di due numeri 
complessi è un numero complesso l ui parte trale è a somma delle parti reali dei singli acdendi e 
Ta cui parte immaginaria è la somma delle parti immaginare dei singoli addendì, mentre il prodotto 
di due nutseri complessi mon è il numero complesso la uî pate reale è prodotto delle parti rali 
di singoli fattori © la cui parte immaginario è prodotto delle pari immaginari de ingoli fattori 

Poiché le operazioni di somma © prodotto fa numeri complessi sono le medesime dell'algebra 
tettrale, che altro non sano che le operazioni di somma € prodotto fra nume real, esse godona 
delle classiche proprietà: associativo, commutativa,distrbitiva del prodotto rispetto ala somma. 

Tnoltre esistono un unico elemento neutro per la somma, che è il numero complsto (rale) 

0.410 e un unico elemento neutro per il prodotto, che è il numero complesso (reale) 
+ il. Per ogni numero complets = si ha che 


240204 


Tnfin per ogni numero complesso è = a esiste un unico apposto di 2 che è 
ad i(-H) ese 34 D, ci 0 0 8 7 0, allora ceto un unico rociproco di 3 che è 


n 
(Fa) 

(840) Notazione Denis co © l'asino di numi ampie mao dele spendi 
somma © prodotto introdotte precedentemente. È immediato verificare che queste operazioni ri- 
ct lie dl na vi placa le avo chrasni di ra plot fa 
fami el Pick l'asoe dimo ai n cai delie di ni copie 
Socio sive E © 


— ib. Si chiama modulo di >il numero resle 


(2.41) Definizione Sia 


ld= vere 
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Detto Pla, 8) il punto del piano Ory associato a # = a+ il il modulo di = rappresenta la 
distanza di P dell'origine 0(0,0) 


Osserviamo che 


Quindise 2 tun numero reale, allora il modulo di» (cone nuzsero complesso) coincide con il modulo 
{0 valore asoluto) di (come numero scale). Questo spiega perché hanno la strata denorsinazionee 
la stessa notazione, Sì fa notare che nel caso dei numeri complessi non si parla di valore assoluto 


(242) Definizione Sir = a + ib Si chiama complesso coniugato di + (o coniugato 
di 2) 1 numero complesso 


di 


Desta Po 8) il punto del piano Ory asocisto a = a + ih il punto che corrisponde a = a-ò 
è il punto La, 4), cioè il simmetrico di / rispetto all'ase rete. 


Quindi si ha che 


7= Re (1) sm (3), 
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(2.43) Proposizione Siano ws € C. Allora valgono i seguenti fatt 


>0; 


8) Jal= 0 sc e solo sez =0; 
2 fee] = lllli 
8 Ju +2] < Jul + |e]- (disuzuaglianza triangolore del modulo), 


Pl: 


2) Je <|ReG)|+ {tn}: 


9) (Re) < ll, im (a) < le 


Dimostrazione. Per mercio. = 


Osserviamo che nelle proprietà f) e 9) i simboli [ite (a) e [m(e)] rappresentano il modulo, 
1 senso di valore assoluto, e numeri sali Re (s) e Im (5) 


(2.44) Proposizione Siano ws € C. Allora valgono î seguenti fatt 
arri 


Has 


@ rta solo ser eR 
a) 247 20000) 

1) 
d 


it () 


Dimostrazione. Per esercizio. = 


(2,45) Osservazione Come i evinte da questo definizioni, l'insire dei numeri complessi è un'es. 
tensione dell'insieme deì numeri reali. Su di esso «i possono definire delle operazicni algebriche 
(somma e prodotto, in modo che ristrette a R riproducano le laiche operazioni sui numeri reali 
i pio desire modulo, in modo che ristretto a R riproduca 1 moiulo di un numero reale {sì dice 
che queste nozionisu © sono conformi con le analoghe definite su R}, CI si può domandare se altre 
propre? a di R siano estendibili a C. Ad reempio, è possibile deine su C un ordinamento totale in 
modo che ristretto a Rriproduca l classico ordinamento dei numeri reali, e che quindi goda delle 
snedesie propia algebriche (vedi Proposisione (2.5))? 
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La risposta è negativa 
Va detto che una relazione d'ordine totale per osser tao devo soddifare le propre” a a) -d) della 
Proposizione (2.5) e per esere compatible con le proprietà algebriche deve soddisfare le propria 
€) g) della Proposizione (2.5) 
Supponiamo per assurdo che resta un ordinamento ttale in E denotato con <c conforme con 
quello di Re compatibile con le propia algebziche. Ta particolare se 5,2" € R allora 


iso © ass 
PELA 
Sedi edel O sese 
Fdo8 Wed sudore 


Se fame 1 >c 0, allora moltiplicando per i ad ambo i membri si otterrebbe 
Aaodi > id > -120; asurdo 


Analogamente se fosse  <c 0. Quindi nom esiste un ordinamento totale in © conforme con quello 
di Re compatibil con le prprie a algebriche, 

Va detto che in € è comunque possibile defniro un ordinamento totale, anche conforme con 
quello di R, che chiaramente non verifica le proprietà algebriche. Ad esempio, un ordinamento 
totalo in € è quello lessico grafico coì definito: dati» = a+ ibe 2 


= a" duo numeri complessi 


a<e2 + Lonpue 
angeb<i. 


Posto 
aste? > ser oppure 


è facilo dimostrare che Sc è un ordinamento totale su ©. Inoltre se 2, 2° R allora 


Quindi conforme con quello di R, ma non verifica le proprieta algebriche, Infett, 
O ma 2 = -1= -14 10 <c0, contro la proprietà $) della Propostzione (2.5) 


Conclusione: a causi questo ftt e disuguaglianae fia numeri complessi non reati 
[ace s>s a89 +24uonle useremo mai] 
Quindi scivreo quoste disuguagianae O REA ZIER] 


RE i i Fiano lese fici cooninate poi (edi paragraonocoasi. 
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Coordinate polari nel piano 


Un distema di coordinate polari nel piano è individuato da un punto detto polo e da una 
semiretta uscente dal polo detsa asse polare. Se denotismo con O il polo e con « l'asse polare 
ogni punto P del piano diverso da O è univocamente determinato dalla sua distanza da O, cioè da 
TP, e dall'angolo che la semiretta passante per 0 0 P © prolungata dalla parte di P forma con 
l'asse polare, misurato in 1adisnci a partire da. 


o 7 


Posto p= TP. alora il punto diverso da O è identificato dalle coordinate plai (9), con p > 0 
©9 € [0,27], e scriviamo P{p,6). I punto O è individuato da p = 0 e 7 qualsiasi. 


Consideriamo ora il sistema di coordinato cartesiane ortogonali Oy eil sistema di coordinate 
polari Os, dove 4 è il serziasse positivo delle acisee, Sia / un punto del piano diverso da O e siano 
{a} le coordinate cartesiane © (p, 1) le coordinate polar di P 


Per la periodicità delle funzioni trigonometriche coseno © seno, si ha cà 
porre 


ogni coppia (p, 19) con 
+ 2, con È € Z, individua lo steso punto P_ Evidentemente solo in una di queste 
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coppie si ba che 0 € [0 2]. Nulla però sieta di rapprrsentare un punto P in coordinate polari con 
la seconda componente non appartenente a 0,2 


Forma trigonometrica di un mumero complesso 


(2-46) Doinizione Sia = a+ sb un numero complesso non nullo, Sta P(a,8) il punto del 
piano corispondento a 3 e sia (pd, con p > 0 0 9 € R, una coppia di coordinate polari di 
P, sispeto al sistema di coordinate polari centrato în 0(0,0) e con semiasse coincidente con 
il semiasse reale positivo, In tal caso si ha che 


ae pcs, Bo psin 


e quindi 


24 db plcosd + i sind) 


I”espressione == p(cos = sind) è detta forma trigonometrica del numero complesso 
0 lora Ja forma tigonometrica è 0 = D{cost) san 9), per ogni 1 € R 


3 Ser 


Osserviamo che p = VETTE = [sl L'angolo 3 è detta argomenta del mumera complesso 
Lo ei denota con Y = Arg (2). A causa della non unici dell'argomento, è meglio dire un 
argomonto anziché l'argomento, 


eri che FREE) 


(247) Osservazione Siano £ = plcoe 9 + sind) 6 2 = p/(001d + sin.) 
Allora 


resione “9 = 9 + 2i, per qualche & € 2" sta ad indicare “iste 4 € 2 tale che 
280°. Quindi due numeri complesi in orma tigonoretsica tono ugualise hanno 0 stro 
modulo ese li argomenti sono uguali oppure difriscono per uno o più angoli giro 


(2.48) Esempio: Se 


€ R con 5 > 0, allora e un augomento di + è ) = Ang (2) 
Quindi una forma teigonometrica di > è| 
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Se 2 ER con e <0, al 
forma trigonometrica di è 


+ Quindiuna 


ii con 8 > 0, alora e 


ora trgonometrica di è [RARE RENO] 


Quindi una 


Se 2 = ibon è < 0, allora p = || = —b e un argomento di + è.9= Arg (5) = br. Quindtuna 
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Osserviso che în quest'ultimo caso si ha anche Arg (5) = 


Prodotto e potenza di numeri complessi in forma trigonometrica 


Quindi un'altra forma 


Siamo # = plooa = irin.l) e 2 = (cos + ici). Allora i ha che 


art = pico + inin)g (one + rim] — 


9 {coe Pene — in aim) = (sin con? + enevaini] = 


9 cco (949) + ein 9 +0) 


Quindi prodotto di due numeri complessi i farma tiganometrica è il surero complesso che ha 
per madulos1 prodotto dei moduli dei singoli fattori e per sgomento la sormma degli argomenti dei 
singoli fasti. In particolare se n € Z (con n > O se p = 0) si ha che 


2 = [ofcont = 


0)] "= pr (coon + isa 0) 


(+ ie = VT di, Allra,in forma cartesiana si ha che 


(3495) 


(2.48) Esempio: Siano? 


ai 


n forma trigonometrica si ha che 


ii 


via 


SET uerfuigrsg)avifi(-3) 40 (-5) 


sian (-D)]- si[f cavi. 
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(2.50) Esempio Sia = 1+ + Chdcoliamo 2". Evidentemente il calsolo in forma cartesiana si 
presnmuntia lungo e laboriose e viene Jaciato per esercizio, Si ba che 


vi Ans) VE (cui 4103) 


i 


Manon [ftt ) = (lei 


Casi fo (Gore to) +isin (sore + ba) 
per la peadiat dello funzioni trigonometriche cosmo e semo i ottiene 


2100801 +.) 


228 (cone info) 


(2,51) Osservazione Per peter scrivere in modo esplicito la forza trigonometrica di un numero 
complesso È necessario convecere un segorrento del nursero complesso. Se uno deli argomenti non 
è un angolo noterolo, o deducibile a un angolo notevole tramite le usuali formule tigonomerriche, 
allora non è poseibileserivere la forma trigonorsetrica in modo indipenientedalla parte real e dalla 
parte immaginaria del numero complesso 

Ad esempio, se consideriamo » = 3.4 di allora 


50 poso I = Arg (e) sì ha che 


è 4 
cusd=î, sini=i 


e non è noto né in forma esplicita né come funzione di angoli notevoli un angolo Y avente queste 
funzioni tigonometriche fondamentali, Essendo 9 € (0,5) © 


tan d AMIA 
METTI 


si puo ad esempio scrivere (vi Capitolo 2, Paragrato 2.) che 
4 
9 avetan dl 
Ei 


e quindi una forma trigonometrica di xè 


{o (acta) sin stan) 


Forma esponenziale di un numero complesso 


(2:52) Definizione Siae € R. Poniamo 


È detta Formala di Ealero 


Cap. te I tumeri com 4a 


Questa notazioneè dovuta 
chosono tipiche delle potenzo, quali le ben note propsie= a sc prodott 


fatto che espreaone matematica 608 +i sin gode di propre’ 
o la potenza. Infetti, abbiamo 


Visto in precedenza, a proposito del prodotto di dis numi complowi in forma trigonomelsia, che 
(6009 + sind) (cos + sein) = cos = 9) + ieim(1- 0) 
(cosd+ian de = coon + isinnd, NEL 


(253) Definizione Sia: 
Tn base alla definizione precede 


p{cos 9-+isin 9) un numero complesso in forma trigononm 
0 pos 


Questa espressione è detta forma esponenziale del numero complesso è. 


(2,54) Osservazione Siano e = pe es = e” 


L'eeporsione “$ = 0 + 2le, per 
+2 


dehe k€ 2" sta ac 


care “esiste È € 2 tale che 


(2.55) Esempio. Sì ha che 


ser ol 


2eR ae 


mm particolare 


(2.58) Osservazione È facile verificare che per ogni x € R valgono le seguenti uguiaglianse 


Curiosità Vate la seguente ugsuaglionza (di nessuna ut 


(2.57) Definizione Sia = = r + ig, con 2,y € R. Defziamo l'esponenziale complesso 


(eos + isiny) 


(2.58) Osservazione Sia = 


+ iy un numero complesso. Altra si ba che 
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H) se 2 ER, allora e è l'esponenziale eale 


Prodotto 0 potenza di numeri complessi in forma esponenziale 
Siano 2 = pe 02° = g/e?". Allora si ha che 
na= peg e = pren 


tn particolare se n € Z (con n > O sa 9 = 0) si ha che 


pes 


Radici s-esimo di un numero complesso 


(2:59) Teorema | (Radici n-estme di un numero complesso) 
Siano 3 = pe un numero complesso non mulo (quindi p> 0) e n € N, 
Allora l’euazione X® — 5 = O ammette n soluzioni distinte in C della forma 


Xin ghe, 


n=1. 


1 


dove gi 


diate, pr ami 


Osserviamo che lo soluzioni dell'equazione X° — 5 = 0 sono proprio i numeri complesi X tali 
che x = 2, rioè e radici sicostine di >. Pertanto i teorema afferma che se > #0 allora 3 aruette 
ai radici distinte in © ci dice anche come sono atte. Sì oservi che questa proprietà valo anche per 
le radici p-ecime complese di » € R, con 2 #0. 

È ben noto che in R questa pmprie a nom è vera, Infatti, ci ono numeri resti che in R non 
bannoradii di indice par (quelli negativo) © per quelli che ne bano ce ne sono al più due, mentre 
se 1 è disari ne esiste lo una per ogni nuntro reale. 

11 simbolo 7 indica l'unica radice n-esima positiva (quindi in R) di 


Dimostrazione. Sia X € © soluzione di 1° = £. Posto X = 9 e, cono 20 e p ER si ha che 
per l'Ossrvazione (2.54) 


mir 
94 2ke, per qualche € 2 


orme © { 


sì escono p> 0, si ottiene 


{2% 


ge tElIS, per qualche EZ. 


Quindi X è soluzione di x = 5 se e solo se X 


ge, dove p = 2212 per qualche È € Z. 
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Mostriamo ora che abbiamo soluzioni distinte se È è intero con 0 < È < n — 1. Infatti, se 
04 k-< n— 1, allora gli argomenti p, = 2282 cono tutti contenuti in un angolo giro a partire da 


Ienelinn 
tnt 00 k Si, allor 
do dbtle LO VAl-r)e derma dote 8 
L< <o pbalcie dente Soda 


Sexy = get 0, Fe cono duesoluzionidell'quasione X* = 3 con0 <ki,b, <n-1 
di # ky allora cortumente 9 # Vu, Tote per quanto appena vio i ha che 
4 Ù Y 


Psweiim GSre<i 


2 


Quindi non este alcun numero intero h tale che 4, = 94, > 2A7. Per l'Osservazione (2.54) ne 
segue che Xi, # Xu 

Inti esta da dimostrare che fe alte soluzioni della forma X con & £ |9,n — 1] condono 
con quelle per (0, r — 1), Detto in terminò più rigorosi, se Xj = g/Fe*" con A £ [0,n— 1), allora 
proviamo che siste & € [0, n — 1] sale che X, = x, 

Etfettuando la divisione fra è © n si ottiene È = nq + È, duve q è il quoziente, 9 Z, e bi 
resto, 0-< E < n — 1. Allora 


9427 _ D+ 2g 4 Kr _ 04287 


A tan = +20 


Quindi se x, = g7'e%, per l'Osservazione (2.54) si ha Xj = Xi a 


(2.50) Osservazione Se > 
la soluzione N° 


0, alora per ogni n € N con n > 1 l'equazione X° = 0 ammette solo 


(01) Osservazione Se 2 #0 e n € N con n 2 1, allora le soluzioni dell'quaione N = 5, ciò 
le ni radici pesime distinte di > in €, costituiscono gli n vertici di un poligono regolaze di n ati 
incertto nell circonferenza di centro l'origine O e raggio r = fl; nol piano di Argand.Gause 
Infatti, le radici 


9426 


eri de sai 


hanno tutte modulo |X,| = yî = gr] e quindi appartengono all circonferenza di centro l'origine 


Desire gf. lio para A= 01-00-20 hei 


n 


Ne segue che i punti X,, con k = 0,1,:.+,n_ 1, dividono la circonferenza di centro O o raggio rin 
ni archi congruenti ciascuno dri quali sottende un angolo di amplesza 2. Unendo con dei segmenti. 
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Figura 1.2: Le radici nesime di 2 7 0 sono i vertici di un poligono regolare inscritto nella 
circonterenza di conto l'origine O e raggio r = gr 


1 punti X, consecutivi, si ottime quin un poligono regolare di Tri inscritto nella circonferenza 
di cento O e raggior. 


(2.62) Notazione. Per indicare le radici nine di un numero compleso 2 in genere non si usa 
la notazione 
vi 

Ml motivo segue appunto dal teorema precedente. Inti, e è # 0, allora ammette i radici 
distinte, Ne segue che 1 simbolo 9 non puo più avere lo stesso significato che ha n R e, dato che 
+ sarmeci sei gono anale ausbei «omplemi, quisto scollo deciticbit ebijan. 

Va detto che alcuni autori utilizzano questo simbolo per indicare l'inieme delle radici n 
dix 


(2.03) Osservazione Se a € R, allora 


È 
x 


pu * 


x tiff meo 
tua se 2 > D allora a = ac. Quindi 


Mayen, ge 


Quindi 
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Se a < 0, alloraa 


Je". Quindi 


Vin 


Quindi = ci ce 
fron = fate = af 


af 


rien = e 


> x 


(2.04) Osservazione Se n € N è pari, allora nel calcolare le m radici mesime di » € ©\{0} 
utilizzando) Teorema (2.49) è suficinte calvolsrne la metà. Più procisamente, è sufficiente calcolare 
te radici X, con k — 1. Infatti, le atte 3 radici (quelle con k = 3,.-.,n — 1) sono le 
apposte di queste, svendo (1X,} 


(2.05) Osservazione. Per poter calcolare replicitamente e tadici esime di un numero completo 
240 mediante il Teorema (2.59) è necessario che x sta srivible in forma esponenziale, csca che sa 
noto esplicitamente un argomento di e. Se non è noto in modo esplicito un argomento di 5, allora 
il collo delle n radici n-esime di = st 1a fare procedono in modo algebrica. Più prrcissmente 
ana ib n ENeX =2+iy con 24€ R, allora 


ar o freigizasà. 


Scrivendo lo sviluppo di (1 i)" radiante la Formula del binomio di Newton (vedi Teorenza (2.37) 
che vale anche per binorni complessi) l'equazione (3 + iy)" = a = i4è equivalente al un sistema di 
grado n° nelle meognite reti 0. La risluzione di questo sistema è possibi solo in alcuni così 


Per esempio, ne caso n = 2 si ottiene 


+6 fiv) { 


2 


Risolvendo l'equazione biquadratica 4r'— da? — 5 = 0 si ha 


(0), 2 EEMBTEE si TT fp 
ha o 7 GE 0; non cet 


Quindi i rtiene 


Le due radici quadrate di > 


NETTE SIAE A 


(2.56) Esempio. Calcolare le radici quadrate di 


+4 
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Per l'Oservazione (2.51) nom è noto epîicitumente un argomento di =. Quindi per cacolare le 
radici quadrate di 7 procediamo como nell'sservazione precedente. Posto X = x + ig, com 7, € R 
sha 


Risolvendo l'equazione biquadratica 2 — 3 — 


E 


' 
Laird 
quisdii one 


4 
poten 
bifap, 


dvi 


2 


N segue che le due radici quadrate di + 


+ dicono 


+e 


Se n > 3 il procedimento algebrico non conduce in generale al calcolo esplicito delle radici 
meezime di =. Infatti, per esempio ga nel cuso n= $ ottiene 


Pane 


Genizar so (Pan) g)ro it 


Questo sistema di nono grado n generale non è risolvibile eplicitamente 


(2.67) Esempio Calcolare le tadici trae complesse di 
ttsendo 1 = 129, per il Tecrema (2.59) i ha che le tre radici complesse di 1 sono date da 


ca 01,2 Sika che 
+ 
Casi > x 


> x 


Quindi te ratici terze complosso di 1 sono 1, 
‘questo radici è reale. Inoltre in bag all'Omervazione (2.1) le re radici cvsitutecono i vertici di 


4 iÎ. Osserviamo che, come prevelibile, una di 


un triangolo equilatero acritto nella circonferenza di centro l'origine e raggio r — 1 ne piano di 
Argand- Cause 
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Polinomi complessi 


(2.68) Definizione Un polinomio complesso nella indeterminata X è un'espressione 
algebrica del tipo 


100) Stat aio 
dove n € N 0 09,21, 1,0, € € sono detti coefficienti del polinomio 

Se ana, = 0, allora £{X) = a eil polinomioè detto costante. Se enche ay = 0, allora 
1006) = 0 (è detto polinomio null). 

Se avan .10, € By allora il polinomioè detta reale 


Denattame con RX] l'insente dei poinomò resi © con CX] l'insieme de polinomi comple 
Evidentemente RX] © C|X] 


(2.69) Donizione. Siano S(X) € CX] e È EN Diciamo che il polinomio (X) ha grado 
be 
ISRESETR STA FIRETo 
n ei È 0 agi = gg SO civiamo grado S(X) = È 
No segue che il polinomio {{A 
grado del polinomio nullo non è defasto, Talvola si usa scrivere, per convenzione, grado! 


) ha grado 0 e volo ee è un polinomio costante non null. Il 
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Equazioni algebriche complesse 


(2.70) Definizione Sia {(X} € C|X] con grado f(X) = n € N. L'espressione algebrica 
41) = 0è detta equazione aigebrica (complessa) di grado n 

Diciamo che > € © è una soluzione dell'equazione se /(5) = 0. Tn ta) caso si dice anche 
che » è una radice dol polinomio /{X) oppure che = è uno sero dol polinomio (x) 


(71) "Teorema (di Ruffini) Siano {(X) € CIX] e 2 € C. Alora = è uno radice di {(X) 
de e cola se 
(r-2000, 


cm gi) € CIA] 


Traladciano la dimostrazione. 
tn base al ben nato (per i polinomi reali) Teotema di Ruffini, + è una radice del polinomia /() 
50 0 colo co il binomio X — 3 è un divisore di f{X) [n tal caso il quoziente g(X) è un polinomio 
con gradog(X) = grado f(X}-1 


(2.72) Definizione Siano f{X) € CIX] con gradof(X)=n € Ns € CemeN. 
Diciamo che 2 è uns radice di molteplicità (algebrica) m del polinomio {(X) se 


100) = (29908) 
on g(() € CIN] teche glo) #0. 

Ti alte termini, è una radice di melita m e (1° 
non è un divisore di f(X), perogni k> m+1 
Talvolta si parla di moli della soizione 5 dell'emazione f4) 


è un discordi S(X) e (X-5) 


zio della radice 


La nozione di multe di una radice 0 di una soluzione è il modo rigoroso per dire che 

un numero “5 è più volte soluzione di una certa equazione”. Infatti, per esempio, l'espressione 

"i — 1 é due colte soluzione di X* - 2X +1 = 0° non è molto rigorosa. Nello stesse modo 
2X41 


anche espressione l'equazione X* ha due soluzioni coincidenti £ = 1" non è molto 


(273) Teorema | (Fondamentale dell'algebra) Sta F(X) € CIN] con grado/(X} 
Altora #0) ammette almeno una radice in €, 


Tralasciao la dimoerazione. 
Osserviamo che questo tmultato mom è vero per i polinomi reali in R, cioè non è 


sero che ogni 
polinomio reale non costante ammsete alzteno una radice reale. Infatti, f(X) = N? + 1 non ha 
sadici in R. Le sue radici, in ©, sono + 
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Una prima conseguenza di querto Teorema è che 


Dal Teorema fondamentale dell'algebra e dal Teorema di Ruffini scende i seguente: 


(2.74) Corollario Sia f(X) € CIX] con gradof(X) = n 3 1. Allora S(X) ammette n 
ii in ©, contate cem le foro multepliat’a 


Derto in alti termini, l'equazione (di grado n) /(-X) = 0 han soluzioni, purché ciascuna venga 
contata con la propria maltepliat' a 

La dimestrazione di questo Corollario si baca mul Principio di induzione (vodi Appendice A, 
Paragrafo 2). Diamo comunque un'idea del procedimento 

Poiché grado f(X) > 1, per sì Teorema fondamentale dell'algela ci ha che /(X) ammette uno 
radice 2, € ©. Quindi per sl Teorema di Ruffni et ha che 


100) 


(E - 


con gradogi(X) = grado f(X) — 1 
Se grado f(.) = 1, allora la dimostrazione è completa. 
Se invece grad J{-X) > 2 allora gradog,{X) = grado f{X}-1 > 1. Quindipossiamo applicare 
il Teorema fondamentalo dell'aigobra al polimomio g.{X}. Ne seguo che gi{X1} ammetto una radico 
2,6 ©. Per il Teorema di RuSini, applicato a g,(X), si ba che 


al)= (0 


con gradog(X] = gradogi(X) — 1. In particolare 


1002 al) at 


con gradogs(X) = grado gi(X} — 1 = gradoJ(X) - 2. Quindi x, è une radice di #1X} 
Se grado (x) = 2, allora la dimostrazione è completa 

Se invece grado /(X) 2 3 allora gradog(X) = grado /{X}-2 2 1 possiamo procedere come 

nel passo precatente. Poiché grado J(-1) =», dopo n iteraioni otterremo un polinomio g,{X} che 

eventualmente non 


è nullo oppure ha grado O. DI comsegsenta ateo ottenuto n rici 
tatto distinte, di f(x) 
Questo corollario i puo riformulare nel seguente modo 


(2.75) Teorema {di scomposizione dei polinomi complessi) 
Sia SX) = oa + i X +02 + 0-= Xn polinomio complesso di grado n 2 1. Allora si 
ha che 


100 anglo) 


dover 02, EC sono le radici a due a due distinta di {(X) €101, --- ty EN, 91, i 
1, sona le rispetive mollica. Inoltre, questa scomposizione é unica a mono dell'ordine det 
fattori 
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Iividentemente mi +-+ mi 


L'unità della scomposizione a meno dell'ordine dei fattori 
sta ad indicare che un'altra eventuale scomposizione del polinomio f(X} in fattori iriducibili ha 
necessariamente gli stessi fattori di quessa, al più srt in un ordine diverso 


(2.76) Proposizione | (Proprietà delle radici di un polinomia reale) 
Siano J(X) € RIM] è 3 € € una radice di J(X) di molteplice m > | 
Altora anche 7 è una radice di {(X} di mollplicita m 


Questa propre a è ovvia se 3 € R. In coso contrario ci fomiste una proprietà importante sulle 
radici di un polinomio reale, Infatti, note una radice non reale , ne è ara anche un'altra diversa, 
cheè appunto7, e con a stessa malleplich'a di © 


Tralaaciamo la dimostrazione. 
(877) Osservazione Consideriamo e € ©. Per la Proposizione (2.4) i ottiene 
X°- 2Re(:)X + la 


MXN 


Quinttà un polinomio reale. Inoltre, se + € R, è un polinomio iiducibite in RIS 


(2.75) ‘Teorema (di scomposizione dei polinomi reali) 
Sia F(X) = ag tardi datto + a A un polionno reale di grado n È 


1. Alora si ha che 


400) sata (Rag (ta) 


dove tu. 9, € R sono e radici reni ce a due distnte di S(X) emy, 1, € N sono le 
rispettive molteplicità, i trinomi reoli X3+d,X-+e, sono irsducibili in RIX, cioè Bi -4c, < 0, 
per ogni h= 1,...,5, ©p1,...,p, € N. Inoltre, questo scomposizione è nica a meno dell'ordine 
dei fattori 

Evidentemente mj => + mi +2 +--+2p,=n 


Dimostrazione. È un'immediata conseguenza del trorema, della proposizione e dell'aservazione 
precadenti. Infusi, per il Teorema di scomposizione dei polinomi complessi {1} è scomponibile 
HR) = alt ara 
dove zi 1.157 € Cono le radici a che a du distinte di {(X} om... € Ni mi. 21, sono 
Le sispteive molteplici a e questa scomposizione è unica a meno dell'ordine dei fattori. Supporiamo 
ora che il polsnomio ammetta almeno una radice reale © une radice non tea, Tr caso contrario 
la dimostrazione procede in modo anelogo, A patto di riordinare le radici, possiamo supporre 


che i. 2, siano quelle reali e 21,3,.._,% siano quelle non reali. Cambiazno nome alte radici. 
Chssoiano i... le radici eli, si, slo radici complesse non real stano my... le 
molpiiciva delle radici eal ep, pi, le molteplicità delleradicicoraplese non eal. Si ottiene 
(io) L08) = an 


Per la Proposizione (2.76), essendo u1, una radice complessa non reale di {(X), alora anche Ti è 
‘una radice complessa non reale di /(X) cun la stessa molteplicità p;. Quindi una e una sola delle 
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radici, ..., en, coincide con T,, Analogamente si procede con te alte radici complete non 
reali, Quindi,lo radici complesse non reali di ${X} sono raggrappabiltin coppie di radici complesse 
1, dove s = #38. Ne segue che (2.78) diventa 


(AE = a ]M (A a] al 


audit SMR A NOE (TP 


anfore) 


posto XI 4AN +, = N° 2Re((,) + fl, per ogni h = 


(tam 4a) 


Poiché per l'oservazione precedente i tinomi X° +h1X + cu per ogni è = 1,.., 5, ono iducibii 
dn RIVI, si ha la tesi. n 


(2.79) Osservazione. Poiché un polinomio vale è anche ua polinomio complesso, eso ammette 
duo pid composizioni in fattori iriducibii: una come polinomio reale, n css è futuri riducibii 
sono di prima grado e di secondo grado con discrimmante negativo, e una come palinomio complesso 
in cut fuor eiducibili sono sol dl primo grado. Le due scompasizioni comeidono e e olo ses 
pelinomzio di grado n ammette 1 radici real, contate com la loro malteplet a 


(2,80) Bsempio. Consideriamo il polinomio rese 


dora rasa are 


Scriviao le sue scomposizioni in attori irriducibili come polinomio reale € come polinomio con 
leso 

SI può procedere in vai modi. Per rerpio cercando le quattro radici complesse, contate con 
ta toro molteplicità, del polinomio. Oppure, equivalentemente, si possono utiiszaze le teniche 
standard per scomporre un polinomio (racoglimenti parziali e/0 tetai, metodo di Ruffini, prodotti 
notevoli, ecc). Oservismo che 


s08) = ataeariar 


apnea cara 
dea + 1) = + 24] 


= 041 


Quindi ta scomposizione del polinomio #(X) in fartori isiducibiliin RIX] è 


Poiché X241 = (A (A =), alla la scomposizione del polinomio F(X} in tetor riducibili 
mela 
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(2.81) Osservazione Consideriamo l'equazione di secondo grado 


ax osx 


conabieeReaz0 
Le soluzioni comploseo di questa equazione sono dato dalla ben nota formula risolvono 


1) se #P dec > 0, allora ottengono due soluzioni reali distinte; 


In questo caso ci ba: 


2) se 3 — dc = 0, allora si attiene un'unica soluzione reale X° 


—+ con moltegliita 2 


8) so — de < 0, allora sì ottengono due soluzioni complesse coniugste 


Infetti, in quest'ultimo csso il simbolo + VETTT rappresenta le due radici complesse di 
# — e che, per l'Oseervazione (2.63), sono proprio 


siii 


(1,82) Osservazione Consideriamo l'equazione di scondo grado 


aXtebxe=0 


conab,ceCeaz0 
Le soluzioni complesse di questa equazione sono ancora date dalla formula rislvente 


In questo caso il simbolo LVTT TRE rappresenta le due radici complese di 8° — dec, Tn 
generale sta, e € © le soluzioni X, e X, non sono complesse coniugate, în accordo con la 
Proposizione (276) 


tn queste ultime due oservazioni abbiamo ussto la notazione LF per indicare le due radici 
quastrato del numero compleso 2. Si tratta di un abuso di notazione, in base a quanto detto in 
precedenza. Sì fa tuttavia notare che questa abuso mon è poi così grave, dato che To du radici 
quarto di sono l'una l'opposta dell'altra, Chiaramente, questo non è vero per le radici n-esime 
comn>3. 
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(2.83) Rsempio: Determinare le soluzioni in © dell'equazione 


Applicandoa formula rislveste si ha 


‘ 


(89) fa 


Caloliamo le radici quadrate di 32 (basta Unvarne una, l'altra è l'opposta). Sì ha che 321 = 3264 
Le radici quadrato di 32 sono date de 


vien, 


Per b= 0 ai basa = 5 0 quindi 


Le soluzioni dell'equazione sono —2i, 4+ 21 


Capitolo 2 


Funzioni 


1 Nozioni preliminari 
Siano A e B due insiemi non vuoti. Una Funzione (0 applicazione, oppure trasformazione) la 
A 8 B {o di A in B) è una logge che associa ad ogni rlemento di A uno nd un solo elemento di E. 


A 1 è desta dominio della funzione ed è l'insieme su cui agiece la funzione e o denotiamo con 
A = dum (S) (diciamo anche che è l'iniezse su cui è definita /): 


B + è detto codominto della funzione ed è un insieme che contiene almeno gli elementi tra 
formati da f, detti anche valori assunti da {. Dove cssero sufiientemento grando da poterli 


In simboli eeriviamo {1A > B oppure A 
Ain 8) 
Ta nozione di funzione è un coneeta primisivo. Tati, per dire cosa è una funzione abbiamo 


B 09 logge "f è una fanzione da A a B (o di 


usato la parola “legge' che nom abbiamo precedentemente definito © che per eccero definita necessita 
di termini che sono sinonimi di funzione. 
Se a € A, allora il trasformato di a n B tremite £ si demota con f(a) e si legge “di 
Una funzione sì puo assegnare in vari modi: 


1) dicendo per ogni elemento del dominio A chi è il eo trasformato tramite la funzione, ma 
sesto è possibile olo se il doinio A è finito; 


2) madiante una ragola generale (ad esempio una formula se sì tratta di funzioni che agiscono 
tra gli insiemi studi nel Capitolo 1, Paragrafo 2) 
(1.1) Esempio 
1) Sta f<R + R la funzione definita da /(7) 
Questa funzione trasforma ogni numero reale 7 nel o quadrate. 


2) Sis ogn *R + R 1a funzione definita da 


sno) 
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Questa fusione è detta funzione segno e trasforma i sumeri negativi in 1, in se stereo 
0. numeri postivi in 1. Le funzioni di questo tipo sono detto dofinito a tratti. Un'altra 
funzione definita a tratti è p(3) — le 

8) Sia g: RÈ — R la fanzione definita da g(7,9) = vITT 7. 

Questa funzione trasforma ogni punto [r,y) € R? nel numero roalo VFTT-9T che è la discanza 
di questo punto da (0,0) 
4) Sia ho > Na funzione definita da h(n) — nt 


Questa funzione trasforma ogni numero naturale n el su fatorialo n 


(1.2) Definizione Siano 4, 8 due insiemi nun voti e /,g + A + B. Diciamo che f e 9 
sono uguali se per ogni e € A si ha che f{e) = gia). Si scrive f = g. Se non sono uguali 
allora diciamo che f © 9 sono diverso 0 risiamo f # 9 


Osserviamo che in questa definizione f © 9 hanno lo stesso dominio. Se non hasno lo stesso 
dominio, allora non possono esere uguali, 


(13) Definizione. Siano A, ee insiemi pon vuoti con d' € Ae f 1A #. Ghiziazo 
restrizione di J ad A° 1a funatne da A° n H che a ogni a E A associa (0) € B. Si denota 
n fue © 6 logge *f irta ad A” 

In tal cas diciamo anche che f è ma estensione ad A di {, (© prolungamento ad 4 di 
dd 


(1.4) Esempio Siano £: R- Ra fosaine f(3) 
Poiché dom (1) # dur($), allora  # g.Trolt, emendo dom (o) 
è la ecizion di 0 0, +00) c possiumo ssVTe 9 = fn; 


€ 9- [9,40] + R la funzione als) 
= 10,=00) CR = dom(f), allora 


(1.5) Osservazione: Siano 4,4, quattro inse non vuoti con Af CA C d'a f:4> 8 
È chiaro che esiste un'unica setzione di J a 4, mentre in generale se A A” esistono più 
estensioni, he infinite, di fat Ad 


Nel corso di Analisi Maremasica I ci occuperemo prevalentemente di funzioni n cut il dominio 
eil dominio tono sotainziemi di R. Queste funzioni sono dette reali di variabile 
dicitara “di variable rego" indica che la funzione agisco sui numeri reali, cio il dominio un 
sottoinsieme di R, mentrol'agettivo “al! indica che i valori aeunti dalla funzione sono numeri 
i, cioè l codominio è un sottoinsieme di R 

Siano A, B © R non vuoti o f = A > P. Si chiama grafico di £ l'insieme 


G={6 


1) grafico di $ è il sottoinsieme del piano cartesiano Ory costituito dei punti (1,4) n cui l'acisa 
2 € A el'rdinata y = S(5) € B. Usunlmente sì riposta laser delle asise n oriszontalo e quello 


le, La 


eR': s€A,9=/(0)} 


Cap. 2. Funzioni: nosioni preliminari si 


delle ordinate in verticale. Poiché i valore dell'ordinata di un punto (2,9) del graico dipende da 
quello dll'ascica dalla velazione 9 = {(r), «i dice che "y è funzione di 2°; x è dette variabilo 
indipendente, y è detta variabile dipendente. Con questa scelta si ha che il dominio A © 
R è rappresentato come un sottoinsieme dell'ase delle secisee, mentre il codominto F CR è 
rappresentato come un sottoinsieme dll'ase delle ordinate 


(1.6) Esempio 


y 
2) 1 grafico di f:R Rf er 
Ò z 
2) tl grafico di gn + R > R (funzione segno) 
PET 
ent)= {0 er=0 è O ri 
1 e:>0 
Ù 
3) I grafico dig-[-1,1]-+R, 
ge vITA è 
dl ne: 
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4) TI ratio di hs N+ MI A(n) 


(1.7) Osservazione Une curva nel piano il grafico di una famzione in cui tr ascssa è riportata la 
variabile indipendente, ossia in cu i dorrinio è un sottoinsieme dell'asse delle cite, e in ordinata è 
riportata ls variabile dipendonte, oss in cul codominio è un sot:otniemo dell'asse delle ordinate, 
se e solo se ogni retta verticale interaca la curva in al più un punto. 


Ad esempio, la conferenza pon è il graf- 
20 di una funzione reale di variabile reae. 
Infatti, se consideriamo la circonferenza. di 
equazione s8 — y? = 1 nel piano Oxy, Ja ret. 
ta 2 = 0 (uso delle ordinate) intersca la 
erconfrrenta in due punti. 


(1,8) Osservazione Data una funzione Y reale di variabile reale, e il dominio ò assegnato, allora 
lo comosciatra. Per esempio, se J : A + R con A © R} allora dom(J) = A. Altrimenti, se st 
dominio ron è dato, convensamo che il dominio di { è l'insieme di tutti 1 numeri real cui si po 
applicare la funzione f (o una opportuna precisazione per e funzioni del tipo f(r) = g(e)*, vedi 
Osservazione (1.26), Quindi so J è data da una formulazione analitica, alora dom (7) è l'insieme 
degli ER peri quali ha senso calcolare f{5) 
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Domini delle funzioni elementari 


DI=0<eR = dom() 


2) /G] 


R 


nen = demi) 


n, nEZ NEN = dom(f)= (-00,0)U (0,420) 


50) sen pari, 


(0400) s09>0, 


8) LG] 


n 4€Q AE — dm) = { 


(br) seg 0 
È bene ricordare chela potenza di un numero ed 2 con ponente razionale g non intero è 
definita solo per £ > D se g> De per r > 0 seg <0. Inti e 96 Q,9 2, è 9 — 2 con 
n € Ze m € Nm > 2, alla si defiie la potenza di base £ ed esponente g come 


vr. 


Evidentemente se m è pai, allora deve essere 2° > 0 e quindise 1 è dispari deve essere 2 > 0 
e seè opposto di un numero dispari deve esere x > 0. Questa limitazione è necemsaia anche 
quando m è dispari. Infatti, senza questa limitazione si otterebibero elle contraddizioni. Ad 
esempio, se assumiamo che la patenza con esponente razionale q= = si po definire pe caso 
an dispari anche per numeri negativi, allora nel caso di 2 = —8 0 n 2 È i ha che 


v 


No segue che 


ASSURDO. 


Pertanto nei definive la potenza con espanente razionale q non intero è nrerasario porre le 
seguenti limitazioni culla base: £ > 0 0 9> 0, 7 > 0 e0g <0 

Sì fa notare cho questa limitazione non vuol dire che mon si po calcolare la radice di indice 
Aispari di un numero negativo. Bensì indica che questa rudice non i qu'oserivere in forma di 
potenza, Quindi se n è dispari e 7 


Ù) 


I@= 2 aeR ag > dom(f)=(0,+%). 


La definizione di potenza di baso resto ed esponente realo i introduce partendo dalla potenza 
con esponente razionale. Si pone 
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Sì serva che l'insieme di cuî i calcola l'inf 0 il sup è rispettivamente limitato inferiormente 
0 superiormente e quindi la definizionoè ben posta. Una definizione alternativa i potenza di 
Bas nale ed esponente reale potremo darla solo dopo aver intiadotto la definizione di fimite 
{vedi Appendice A, Paragrao 1) 

Poiché la potenza 4 è definita in generale solo per > 0, ne segue che la potenza 2° è definita 
solo per z> 0 


DIG) cea dom) 
8) f@)=log,2, GER, a>0, agl — doni) 
9) t)= cer, slr)= sine = domif) = dom(o) 
10) firj= tanza st — dum(/)={reR: e7/3-kr We2) 


= dom(f)={reR: 24m Wez} 


1 Je] 


(1.9) Osservazione: È opportuno sottolineare che i dorrini delle funzioni elementari indicano 
quali valori po assumere la variabile x afinché la funzione possa esere calcolata cull'agomento 
indicato, che în tutti i casi precedenti è 2, Se peo la variabile è 2 ma l'argomento della funzione 
non è 7, ma è un'espressione matematica dipendente da 2, per esempio G{7), e quindi la funzione 
è J(G(2)), alora i domini elencati precedentersente indicano quali valori pio assumere l'argomento 
(E) affinché la funzione porea esere calcolata sull'angomento (5). Pez sapere quali valori po 
assumere la variabile 7, e quindi qual'è il domino di f, bisogna, a scono dei casi, risolvere dello 


disequazioni a delle disuguaglianze. 


log (82 +5), allora in buse all'esempio 8) si ha che 


Per esempio, se la funzione è (5) 


domif) = {reR: sr+s>o)= {reni a>-i) 


(1.10) Definizione Le funzioni definite sui sottoinsiemi illimitati superiormente di N sono 
dette successioni. Se 4 C N è ilitato speriomente € a : A > è una scesione 
(rale), alora anmichà denota i questo mado a Indichiao non 1 simbolo (0;),c, oppure 
Tan }nea. A volte, quando non vi sia ambiguit'a di notazione, si denota più semplicemente con 
(0) oppure a}. Ansichè serie aln] scriviamo a, (che i legge “a n°) dè detto termine 
gcnerale della rcceaione, La vsililen è detta indice della successione 


Per esempio, la funzione N — N definita da (n) = nl è una cuccssione reale, La denotiamo 
conh, = al 

Nel Paragrafo i del Capitolo 3 studieremo in modo più dettagliato alcune particolar a delle 
successioni rispetto alle funzioni. 
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(111) Det'nizione Siano 4 e £ due insiemi non vuoti e f : A #1" 8 una funzione. Si 
chiama immagine di / il sttotnsieme del cotominio B contenente tutti e sol i tasformati 
degli elementi di A tsmite f. Lo sì denota con im (7) oppure (4). In simboli 


im(1) = SA) = (Ila): a dA) 
Se 41811 allora si chiama immagine di A'tramito { HOMinsteme 


HAT= (fl): a AS 


se 
ne, 11} 
TIC" mmagiinima funzione è sempre un sottoinsieme del codorninio. 


A È 


Se A, ASI ASI com AISHA ef | AG1°B e se disegnamo 1 dorninto A sull adudie seco e 
il codominio su" agaite ordinate, allora abbiamo la sogente rappresentazione gral-"ca: 


fa}, allora snziché scrivere {({a}) si preferisce scrivere {{9}, Pontamo, per conven» 


"La la a 
dom) con) © 
(112) Esempio. Sia f (PR la funzione f(2) = 2, Allora 
im) = 0): a 
Ha) sa) a" 
sn 
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Data una funzione reale di variabile reale f, in generale non è sempre elementare come nelCMe. 
sempio precedente determinare esplicitamente la sua immagine. Nei prossimi capitoli introdurremo 
delle nozioni degli strumenti maremarici che ci consenticanno di calcolare în moti casi immagine 


i una finzione, 


(1,13) Osservazione Se f 14.39" è une funzione, sostituendo al codominio 8 immagina 
funzioneim (1) si ottiene ancora la fuszione f. Info, se denotiamo con #5 A l'i (S) la furzione 
etnia Î0k) = (a) per ogni a 4A, allora JE {, avendo lo stesso dominio la tesca aCeleggei@ 


(1:14) Doî-"nizione Siano A e 8 duc insiemi ron vuoti, {+ Ad una funzione e bI"P. 
Sì chiama preimmagine (0 controimmagine) di è tramite { il sottoinsieme del desinio 
A contenente tutti gli elementi lo cu immagine è & La si denota con {*3 (5) Tn stnboli 


} 


Se BSP, allora i chiama preimmagino (0 controimmagine) di D'tramite  HOing 


SUA: 100) 


PUBT= ai A: Sla) FP 


{8}, allora anziché scrivere /*3({8}] i proeicce crisero (#3 (8). Se f3{B) = {2) 
allora si acrve più semplicemente $*/b) =a. Poniamo, per convenzione, (8) 


La preimmagine (o controimmagine) di un sottoinsieme del codominio è sempre un sottoineieme 
del doninio 


@ 0) 6 0) 
Se A, HASR con BGSB è f 2A 31 0 se disegnamo il dominio A all! adlle ascisse © 
il eodominia B sull ateo ordinate, allora alibiamo la seguente rappresentazione gral ea: 
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CAN 


3 aaa XF 
PBI AUAVAVA, 


(1.15) Osservazione Sì fa notare che 


(1.16) Proposizione | Siono A e I? due insiemi non quofi e J : A -» B. Allora vlzono $ 
seguenti ftt: 


a) sebgim(J), alora (10) = 8 
8 108) = fim 
3) se dC A, allora AC FI{HAN 


dom (1) 


4 se BC im(f), allora f(f-:(BY) = B° 


Dimostrazione. Per esercito. ® 


(1.17) Esempio. Sia f :R— R la fangione f(e) = 22, Allora 


PO=treR: An)=0)= {ren 


1") =reR: f0)= 


freni? 


= { 


PI(-9)= {reR: /G)= a) ={rer: #=-3)=0 


PMO A= Ger: fe) e Daf= frer: oe < 41-22), 
LU21= GER: Sepa) fer 183) 


Data une funziono reale di variabile reale {è sempre possibile determinaro eeplcitamente la 
preimmarine di un sottoinsieme di R. Basta risolvere una equazione 0 disequazione. 
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(1.18) Definizione Siano A e £ due insiemi non vuoti ef : A — # una funzione 
Diciamo che { è suriettiva se im [/) = B Tn altri termini 


fa sazietiva se WeB Sac A: flo) 


Diciamo che f è iniottiva so per ogni a, a' € A con a a" si ha che fa) {{0"} 
Diciamo che { è biittiva (o biunivoca) se è niettiva e cuniettiva, Tn alti termini 


dè ietiva e Vee BE 


1a 


(1.19) Esempio 


©) Lafunzione f :R + R,f(e) = 2? non è suriettiva. Infatti, im (7) 
Inoltre f non è neppure imettiva. Infatti, eo 2 7 0, allora e $ —r ma Jie} 


0 +0) 4 (codino) 

S(-2)=s3, 

4) La fone $ è R è RS(e) = 2 è deriva. infarti, sn consideri è € R (comin), 
allora sso um unico a 9Î € R (dorso) tale che 1) = f (98) = (97) -» 


Più in generales prova chele funaioni f «R > R del tipo {la 
peri dispari, entro mon sono né inietivo né curiettive per n pari 


20 con n € N sono bilettive 


(1,20) Osservazione Nell'Osservazione (1.13) abbiamo visto che cotituendo il codominio della 
funzione con l'immagine, la fanzione non cambia. Quindi se opertamo questa cstituzione, la fun- 
zione risulta cere suriettiva. Ne segue che a patto di sostituire al codominio della funzione 
a sua immagine, ogni funzione è suriettva 

Se nell'esempio precedente consideriamo la funzione } :R + R definita da {(5) = 28, possiamo 
soetituie al colorsinto R l'immagine di f, im (1) = [0, +00). Quindisi ha S: > [0, +00) che ora 
è suriettiva. Osserviamo che anche serita in quasto modo f non è iniettiva. Per faro tn modo che 
a iniettiva dobbiamo considerare una testigione i / ari un opportuno sottoinsieme del dominio 
R-_Ad esempio se consideriamo 9 = Jia; sì ha che 9: |0, +20) + |0,+00) è iniettiva. Infatti 
presi 212° € [D,+00) con 2 #27, si ha 


slo) gle) === ener) # 0. 


Quindi ate)  a(#). Inoltre g è anche aussi, een sm (6) = |0, 450), Ne segue che g è 
eta. Osserviamo pa ch g i /. Altre restrizioni inettive di J 1000 ad esempio A = iu] ® 
fia 6 <I 40 appro Sach 


(1.21) Osservazione Siano 4,8 C Re f A B. Se disegnamo il dominio all'asse dello ascese 
eil cudominio eull'ase delle ordinate, allora graficamente £ è surettiva se ogni retta orizzontale 
passante per ì punti di E intersca il grafico di {in almeno un punto; { è inetiva se ogni retta 
orizzontale passante peri punti di  interseca il rafio di f in al più un punto; Y è bietiva se ogni 
retta orszontale passante per 3 punti di B intersoca il grafico di { in un solo punto 

Ad ceompio, la fsnzione {{5} = 23 è biettva (vedi Esempio (1.19)). Ogni retta orizzontale 
nel piano Ozy intenteca il grafico di { in uno e un solo punto. Taveer la funzione g{5) = 5° — 7 
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è suriettiva ma nom iniettiva. Non abbiamo gli strumenti per dimostrare che è surietiva, come 
funzione da Rin R, perché non cismo ancora in grado di determinare im (9). È invece immediato 
verificare che non è Intettiva. Infatti, 910) = g(-+1) = 0. Osserviamo che la recsa orizzontale di 
equazione y = 0 intersca il grafico di 9 in tre punti, 


Figura 2.1: La funzione Y{e) = 22 è bettiva, 


entre la funzione 9{r) = 2° — è suiettiva ma non 


(1.22) Defnizione: Siamo 4,8, 4" insiemi nom vuoti e f 1A > Be gi A' > D' due 
funzioni tali che im(/) NA #0. 
Porto D= {ag A: f(a)e 4) 
di 50 f, oppure 5 composto $) la funzione denotsta con 9° {: D > 8 definita da 


si chiama funzione composta di 9 © f (0 composizione 


wep: (90 f)(a 


@) 


A volte si parla di prodotto di composizione di 9 © f 
In questa defizioneè fondamentale che l'immagino della funzione $ intersechi il dominio dg, 

ciò che esistino elementi a del dominio di Y la cui immagine appartenga al dominio di g. nf 

oto con questa ipotesi è possibile calcolare 9 n (a), Di conseguenza l'inzien 

di 90 f, non è suoto, Possiamo concludere che 


© D, cioè il dominio 
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mj)nd 
Sla) 


gol 


(124) Esempio 
1) Siano {3 [0,+00) +R S{e] = vF #9 +R SR glo) 


Poiché per ogni x € dom(/) = [0,+00) i hache (1) € R = dom(g), si ha chedom(ge f)= 
dom(f) — |0,4cc), Alora per ogni £ |0, +00) si ha 


(te) 


3 169:[0,+00) +R (a) =22+1 


(va 


1) Siano f:R+R /02) 
Poiché f() = 2° —1 > 0 se e olo se x > 1, allora si ha che dom (go $) = {7 € dom(f) 
16) € dum (9)} = 1,450), Allora per ogni 2 € [1, +20) si ha 


(o Dt 2-1) 


©) Siano f:R>R /(2)=7-3eg:RR gle) = dr 
Poiché per ogni x € dom(J) = R si ha che /{e) € R = dom(a), si ha che dom (90S) = 
dom(f) = R. Allora perogni s € R si ba 


Pasti 


tweflia 


all) = gle 3) = alette 

Non è detto che se è definito g © f allora lo è anche $ © gin ati tenini il prodoeto di 
composizione non è commutativo Nell'esempio precedente 2) pon è pose definire o 9 perché 
per ogni x € dom (o) = R si ha che p{r) < 0 e quindi s(r} £dom({) = [9 +20). Inoltre, anche 
“quando è posible definire © 9, non è detto che coincida cong  Y. Nell'esempio prronente c) i 
ha che per ogni x € dom oo) = R 


(ogita)= Slola]) = fl#r+ 1) = (tr+1)-3 


Ir 2# 47-11 = (90 /){9) 


(1.25) Esempio. Consideriamo le funzioni {{r} 
dominio 


Fest 


SH. Determiniamo ga f oil suo 
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Si ha che 
(ONIORI 


Per (123) i ha che 
dom(50 3) = {x edom(f): 10) € dom(a)} 
Rcendo 


dom(f) = (0,400), domfg) = (-o6 I U(1 I) U (I +00), 


dom (ne 5) 


e € dom(/): /65) € dom(o)} 
{re [boo]: VFe (oo ULI IU(L toa] e 
st 400) 


Quindi dom(re f) = [0,1}U(1, +00) 
1 generale è errato determinare il doinio della funzione composta 9 0 dalla sua espressione 


algebrica. In queto esempio si ha che (90 f}(x} = 22 o la funzione (e) = #4 ha per dominio 
dom) = (20, 1)U (1, +e) 

È errato concludere che dom (90 J) = (-00,1)U (1, +0c). Infatti, la funzione f non si può 
calcolare per < 0 e di conseguenza neppure 3 e f pu essere calcolata per 2 < 0. Si osevi che 
96 è la restiione di h all'insieme (0,1) (1,20). Quindil dominio di ge f va determinato con 
ta formula (1.35) 


(1,28) Osservazione Sisnoge è due funzioni rali di variabile reale con im (h) £ Z e consideriamo 
ta funzione definiva da 
SO) = lata) 


In accordo con quanto detta a proposito della definizione di potenza con esponente tale, si ha che 


€ dom(s) dom (H): s(e) >0} 


Questa considerazione va fatta solo quando la funzione ad esponente assume anche vslori che non 
sppartengono a Z Se invece im (4) € 2, allora 


dom (7) = {e dom) dom) le) eppure st 


(127) Esempio 


2) TI dormito della funzione f(} 


è dom(/) 


8) 1 dicono della funzione (= 


è dom (0) = (1,3) 


2) 11 dominio della funzione h(x) = (e — 14, dove 
1 er 
smo) = lo esso 


1 sr>o, 
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è dom (h) = R. Oserviamo che 


(e 1)! ser<0 


slo sro 


Infine, per (1.25) st ha che se g è una funzione rele di variabile reale e n € N con n >2, allora 


Adina ela asian (2) = 9 


domtg) = f {FE doma): s02)=0) seni par 
*° ldom(9) se n è dispari. 


(1-28) Definizione Siano A © E dur insiemi non vuoti ef + A > B una funzione biettiva. 
Quindi per ogni è E B esisto un unico a € A tale che f(a) = B. Ne soguo che possiamo 
definire uma funziono su che associa ad ogni elento È di £ l'unico elemento a di A tate 
che fa) = b. Questa funzione è detti 
Quindi 


funzione inversa di f esi den 


ta con il simbolo J-! 
PUB A 
dB a fla=b 


Iividentemente la funzione inversa {3 è ben definita solo se è bletiva. [n tal caso i dice 
anche che { è invertibile 


(1.20) Osservazione La funzione inversa è unica, 


dom(f")= mt, im) dom) 


sof è l'inversa dif, allora fè è inversa di f 


Infine, si fa notare che 


(1.30) Osservazione: Se f : A + 8 è una funzione invertibile, alora i simbolo {-!() indica 
indifierentemente la preimmagine {o controimmagine) di 


8 tramito la funzione f © l'immagine 
o trsdormato) li 8 tramite la funzione inversa {-!. Infatti, essendo f invertibile, 1-10) è l'unico 
elemento a € A tale che f(o] 


Se £ non è invertibile, allora {1 indica olo la preisamagine di» sramito . 


(131) Definizione Sia A un insieme non vuoto. Sì chiama funzione identica di 4 la 
funzione 1, A + A definita da I,(2) >, perognia € A 
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(1.52) Osservazione. Se f : A + B è une funzione invertibile e J°? + BA è Ta sua invensa, 
allora 


pros sost 
Infatti, f Pos: A+ Ad talee 
Vac A: (f'of)la]=S (a) = S'M)=a= La), 


Analogamente fe ft: 2 > Bè tale che 


we: (Per) 


150) Ha) 


[ua 


(0:55) Osservazione Siano A.B CR ef: -> B bitiva, Allo il gico di {2:83 AK 

otiene ruotando l gico di i un angolo pitt ati alla bite del! — 11 quadrante, 

68 è 1 mmetico Sopot all butto del = LI quinte el rufico di Ino, so 
mega fia enti sca 43/0) 


allora a € A ob= f(a). Quindib e B e a = 11), cioè 


Be gji fe: re8, 


1%} 


0 (ba) è il simmetrico di (a,8) ripetto alle retta y = x nel pisno Oy (provarlo per reerizio) 
Evidentemente se (a, a) € G; allra (a,a) € 6,1 


(1.54) Esempio: Sia f :R + (0,400) la funzione f(x) = o”, dove a > 0, 0 1. Questa funzione 
è biettiva, quindi invertibile, e la e inversa è 1°! : (0,490) + R, 41(r) = log, {3} 
Inf, } 


tiva perché so 21,7, € R, allora 


amad e logia 


Quindi se 2) gi 2, si ha chie at # ott. Tnalte f è eusettiva perché se y > O, allora este 2 € R 
tale che (5) = y basta considerare x = log, y © i ottiene 


Soze 


Quindi fa bitettiva, cià invertibile, Per determinare l'inversa pon 
in funzionedi y. Per quanto appena vistosi ha x = log, g. Quindi 
fia loro 7 e y otteniamo y= {"!(e) = log, x. 

Le relazioni 


log, y. Scambiando 


POS Slam SoS ng 
ai possono scrivere nel seguente modo 


(155) ve>d: atua 


VER: logge” 
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Figura 2.2:- Grafica delle funzioni f{=) = a° e FI) = log, per O < a < 1 (a inista) è per 


a > el (a det) 


In questo esempio ebbiamo prima dimostrato che f è bietiva e poi determinato l'inveree. 
Si può procedere in modo più rapido € mostre che f è bietiva e contermporanesmente trovare 
l'invers. Infatti, esi prova che per ogni y € im(/) eiste un unico 2-€ dom () tale che {(3) 

allora sì è provato che f è biettiva o che x = f i{y). Pi scambiando x con y ei ottiene 
formulazione analiica di {"? nella variabile che usualmente è considessta quella indipendente. 


2 Funzioni reali di una variabile reale 


tn questo paragrafo introduciamo nozioni che hanno senso per le funzioni resti i variabile reato e 
mon in general, come quelle intundotte nel paragrafo precedente. 

Nel seguito con dom () denoteremo il dominio di una funzione } di variabile reale, 
quindi un sottainsieme non vuata di R. 


(2.1) Definizione Sia f : dem (7) —» Runa funzione 
Diciamo che f è monotona crescente (0 crescente) se 


venmedm(f), nen > fl) SA) 


Diciamo che { è monotona decrescente (a decrescente) se 


venmedom(f), scr > f6)2/m) 
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Diciamo che f è strettamente monotona crescente (0 strottamente crescente) se 


venmedom(), nen > SI) 


Dicismo che f è strettamente monotona decrescente (0 strettamente decrescente) se 


Venm edom(f), nen > Jm)>/) 


Le funzioni monotone crescenti e decrescenti sono dette monotone, quelle strettamente 
monotone crscenti © decrescnti sono dette strettamente monotono 


(22) Esempio 


20 con n € N dicpar è strestamente cvsceste. Infrti, 


1) La funzione f RR, fl sano 


spet ER coni < 2, Proviamo che f(2,) < f(2y), vioè che} < 3 


Consideriamo inizialmente il caso in euì 2, oppure 3, è uguale a 1. Se s; = 1, allora 13 > 1 
implica 3 > 1. Infatti posto x; = 1 + f con h > O, per la Formula del binozio di Newton 
fedi Tecvema (2.37) del Capitolo 1) si ba che 


A 


1-8) 


So 2) = 1, allora si < 1 implica of < 1. Infatti, se 2, 
3} <0< 1 Seinvece 0 < 2, < 1, allora passando ai rec 


i = ds a 


Consideriamo ora il caso în euî0 < rm < r oppure ri £0 < 2), Allora dividendo per r, si 


ha che 


Az + È 


Infino consideriamo il caso in cui 2, < 7, < 0. Allora 21 > —r, > 0 e quindi por quanto 


appena provato si ottiene 


ai catta) 


Quindi fè 


restomente crescente 


8) La funzione f(r) = 2 con n € N pari è strettamento crescente sa (0,400) € strettamente 


riremcente su (-00,0). Tnfstti, su [0,+00) si procede corse nell'esempio precedente e si 
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Ainotra che n D < ai <a, allora /(21) < (1), cioè che a} < 23. Consideriamo ora 
#1 < 2, 0. Allera n > —r, > De quindi per quanto appena oservato di ottiene 


ali a) 


Quindi è strettamente dconscento i (-00,0 


è) La funzione {5} 
2172, Essendo 


vgn(e) è crescente, ma non strettamente. Tndati, siano 2115, € R con 


PEOTI 


0 ser 


sla) 
1 sro, 

di ha che se ry < 2 < 0 oppure D < 2) < 2, allora f(5,) = fm). Altrimenti si ha che 

1061) < S(7)). Quittif è cocente, ma non strettamente. 


4) La funzione f(x) = —agu(s) è decrescente, ma non strettamente. Infatti, se 21,2, € R con 
#1 < 2, allora per l'esempio precedente si ha che senti) < sgn(r3) © quindi 


501) = agali) > gal) = f() 


#) Lo funzioni costanti (e) =, con e € R, sono contemporanesmente corscnti e decescenti 


(2.3) Osservazione Sia (a,) una successione reale. Le nozioni di monotonia e stretta monotonia 
possono essre formulate in questo modo del tutto equivalente, 

Diciamo che a,) è crescente so per ogni n si ha che a, < an,1 

Diciamo che (a,) è decrescente so per ogni n i ha che a, 3 api; 

Diciamo che (an) è strettamente crescente se per ogni n i ha che a, < a,,1 

Diciamo che (a,) è strettamonto docresconte se per ogni ns ha che a, > 11 
Dimostrazione, Se (ay) è crescente, allora per ogni n, 1, con n, < ny si ha che a,, S a,,; In 
particolare se m = x ey = n+ 1 i ha che, S ui 

Viceversa, supponiamo che per ogni n si abbia che a, £ a, e iano mi, n con n; < 1. Allora, 
posto na = mi + A con h € N, A >0 si ha cho 


Quindi (a) è croscente. 
Analoghe dinsostazioni negli alti cas. n 


(2.4) Proposizione Sta fs dom (F) + R una funzione strettemente monotona. 
Altora f è inietta, In particolare, se consideriamo { + dom(J) - im (7), allora J è Metti, 
quindi inverte 


Cap. 2° Funzioni reali di una variabile reale si 


Dimostrazione. Supponiamo che f sia strettamente crescente (analoga dimostrazione nel caso 
decrescente). Dimoetrisso che f è iniettiva. Siano 1,2, € dom(f) con 21 % 2). Proviamo che 
406) f(2,). Si ha che 


eos < 2 allora J{m) < (2) 
80-54 > 27, allora f(m) > {(,). 


Inogni caso {(21) # {(2,). Quindi è inietiva. L'ultima asserzione scende dall'Oscervaziane (120) 


(2.5) Osservazione La proprietà piecedente stabilice che se f è strettamente monotona, alla 
è imettiva. TI vicevers, in generale, non è vero. Infatti, se ai considera a esempio la funzione 


Fabbro 
12102] - {02 tnt da /0) = | 


3-0 elcr<2, 


i ha che f è biittiva ma non monotona, Infatti, dal grafico dif i deduce che ogni retta orizzontale 
di equazione y = È con è € [0,2] nel piano Org intersca il grafivo di Y in uno e un solo punto 
Inoltre essendo (0) < (1) e /{1) > $(2) si ha che f non è monotona, 

Si oscevì infine cho J!= f (per esercizio) 


è raro che una funzione sia monotena eu tutto il suo dominio, Suecede più speso di studia 
te funzioni che sono monotono di un certo tipo su alcuni sotoînsiemi del dominio, per esempio 
intervalli, e mopotone di un altro tipo na alti sottoinsiemi. 

La funzione dell'esempio precedente è tretamente crescente nell'intervallo 0,1) e tettamente 
decrescente nell'intervallo |), 


fcamente, una funzione f è monotona crescente «e muovendoci pel verso di cecita dl. 
la variabile indipendente il suo grafico non scende nel pisno Ory, è decrescente se non sale, è 
atrettamente crescente se sale e strettamente decrescente se scende. 
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La funzione {(=) = 22 è tettamente decrescente rellinvesvallo (00,0) e strettamente cre 
scentenel'nvervalo |0, +50), Osservando l grafico dif st vede che mmovendoi ne verso di crescita. 
della variabile indipendente 5 (da sinistra a destra) ne sempiano delle negative, il grafico di J 
scendo, in quello dello positive, l grafico di f sale 

(2.6) Osservazione Siano f e 9 due 
monotono in base sla seguente alla: 


zioni monotone. Allora f + 9 (vedi pag. 90) e fe sono 


(a) Miontonia (0) tonda 


elite 2] crescente 


Na | feercente 


FANSS 
ANN 


Cosa si pio dire sulla monotonta di {9 (*/ per 7, vedi pag 40)? 
Dimostrazione, Per esercizio. 


(27) Definizione La funzione {+ R -»R definita da J(7) = ar — B, con a, BeR. 870,8 
detta funzione affine, Il suo grafico è una retta non passante per l'origine, 

La funzione f | R + R definita da (7) = ap, con a € R, è detta funzione lincare. Il suo 
grafico è una retta passante per l'origine 

In entrambi i cas i osserva che se 2 < 0 allora {è strettamente decrescente, se a > 0, allora 
£ è strettamente crescente. 


(2.8) Osservazione: Sia /+R+ R una funzione lineare 
Alla valgono i seguenti fatt 


@) per ogni 2° € Rai ha che f(r +e) = J(7)+ SU; (additività) 


Cap. 2° Funzioni reali di una variabile reale si 


8) per ogni Az € Ri ha che f(X2] = Af(5). | (omogeneità) 


Dimostrazione. Per esercizio. n 


Questa proprieta è in realtà una carattrrizzazone delle funzioni nessi 


(29) Definizione Sia f: dom(f) -» R una funzione 
Diciamo che f è pari se dom (f) è simmetrico rispetto a 0 (cioè x € dom(f) implica —s € 
dom(/)) e pet ogni € dom(f) si ha che f{=r) = /(3) 

Diciamo che è dispari se dom) è simmetrico rispetto a e per ogni x € dom(f) si ha 
che f(-2) = —S(2) 


GraScamente f è pai co il suo grafico è simmetrico rispetto all'ase dello ordinate, ciò 
Gyeg > (ages, 


Quindi per disegnare il grafico di una funzione pari è sufficiente disenario, ad esempio, per le r 
pasitive e poi suotare queste parte di un angolo piatta attorno all'asse delle ordinate e considerare 
l'unione fra quest'ultima parte e quella disegnata per le positive, 

Graficamente f è dispari se il suo grafico è simmetrico rispetto all'origine, cioè 


&geg > (n 


-M EG, 
Quindi per disegnare il grato di una funzione dispari è sufficiente dieznazlo, ad esempio, per fe 7 
positive ruotare questa parte di un angolo piatto attorno ll'ase delle ordinate e poi ruotare questa. 
curva attorno all'asee delle aacise è considerare l'unione fra quest'ultima parte e quella disegnata 
per e % puote. 

Infine, osserviamo che se $ è dispari ed è definita n 0, allora f10) 
dispari ed è definita n 0, allora il grafico di passa per l'origine. 


(2.10) Esempio 


0. n atri termini sof è 


1) La funsione {':R — R defnita da /(3) = 2* con n € N pari è una fansione pari. Infatti, 
dom (F) — R è simmetrico rispetto a 0 e per ogni e € R si ba che 


sa 


2) La funzione {+ R > R definita da {(e) = 2% con n € N dispari è una fanzione dispari Infatti, 
dom () = R è simmetrico rispetto a 0 e per ogni 2 € R si ha che 


Hoal= (cal 


ta) 


3) La funzione $ + R — R definita da {(5) = ri è una funzione par Infatti, dom (7) = R è 
sitametrico rispetto a De per ogni € R si ha che 


Un 


ta) 
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pa 2.3: La funzione /(3) = 22 è pari. Figura 24: La funzione ale) 


2 è dispari 


4) La funziono sn + R> R definita da 
1 sen<o 


smlrl=to ser 


1 6130 


è dispari. Infatti, dom (sgn) = R è simmetrico rispetto a 0 e per ogni 7 € R sì ha che 
spa(-2) = agio) 


5) La funzione J +R + R definita da 


HI = e? ato +) 


non è né pari né dispari. Infatti, pur essendo dom (4) — R simmetrico rispetto a 0 si ha che 
e 2 #0, allora 


AN) eh (a) log(t+|-al) = e +2 log(1+ el) # 10) 


Talvolta si usa l'espressione “simmetria della funzione” per indicare che la funzione è pari 0 
dispari. 


(@-11) Definizione Siano f: dom(J) + R une funzionee T #0 
Diciamo che f è periodica di poriodo T' (uppureche / è T-periodica) «e valzonoi seguenti 
dat 


a) per ogni € dom ($) i ha che + T € dom); 


8) per ogni x € dem (J) i ha che f{r> M)= f(5) 


Cap. 2° Funzioni reali di una variabile reale si 


Se £ è periodica di periodo T, allora si jao disegnare il graico di Yin questo modo: prima si 
disegna il grafico di f ristretta ad un cottcinsiemo del dorsinio ottenuto intersecando il dominio con 
un intervallo di ampiezza [TÌ, po osi ripete uguale a se stesso a sinistra e destra, sensa limitazioni 
Questa operazione è detta prolungamento per periodicità del grafico di }. 

Evidentemente le funzioni periodiche non sono iniettive e quindi non sono inverti. 


bi 
La figura seguente rappresenta il grafico di una funzione periodice di periodo T > 01 


(2.12) Esempio 


1) Le funzioni f19 + R > R definite da /{5) = sins e g(5) 
2 


1002 sono pertadiche di periodo 


2) Le funaioni f: dom {J) + R e 9 ilom (o) > R definite da (3) = tanz e 0(5) 


vt, dove 
dom(f)={reR: s 7T46m ez) 


dom(o)= freR: she ez) 


sono periodiche di periodo 3. 


(2.19) Proposizione Sia f: dom(f) + R una funziene periedia di peiedo T 7 0. 
Altora valgono è seguenti ftt 


a) J è periodica di periodo n, per ogni n e 2, n 0; 


B) Lafenzione g(x) = f(az), con a € R, a 0, è periodica di periodo E. 


Dimostrazione. 


0) Per dimoetaztarigoroeamente dovremma far ricorso al Principio di indizione (vi Appen 
dice A, Paragrafo 2). Diamo comunque un'idea della dimostrazione, Essendo f periodica di 
periodo T' sì ha che 


vee dom(f):  s+TEdom(f), Jtr=7) 


1) 
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Quindi per ogzi 


dom (7) si ba che 


243 


(+7) +T edom(f), fr +27)= f(e+T)- 
Free 


Itorando questo procedimento i ha anche che 


sr IT) =T e dum(/), Se +37) 


e =27) = 02} 


(tese 


Procedendo tn questo mado (el è questa affermazione che non è rigorosa) ai pova che per 
ogni z € dom(f) si ha 


atedom(f), Sle+n7) 


ic] 
Quindi {è periodica di periodo n, per ogni n € 2, n #0. 
Ù 


Per (1.29) si ha che 
dom() = {reR: are dom(/)} 


per provare che p(e) = (as) è periodica di periodo È, dobbiamo dimostrare che per ogni 
27€ dom) si ha che 


24T e domo) 


Sia x e dom (o), quindi az € dom(/), Allora 


aste doi) > 2+Tedomig) 


(5) 


Quindi è periodica di periodo 


oltre 


si 


(2.14) Osservazione Da questa proposizione sgue che st una funzione è periodica, allora non ha 
un unico periodo. Le funzioni costanti sono periodiche di qualunque pertodo non nullo. L'inateme 
dei persi positivi di una funzione periodica ba estremo inferiore © questo estremo inferiore può 
nn essere nullo, Se questo estremo inferiore è anche minime © non è rullo, allora è detto periedo 


(2.15) Esempio 


1) La funzione f(x) = sin2x è periodica di periodo. 


2) La funzione (=) = c0e4 è peri di periodo 6r 


Cap. 21 Funzioni reali di una variabile reale ST 


5) La funatone J{9] 


Lane è periodica di periodo È 


4) La funzione J{9) 


cor è periodica di periodo Te 


Le nozioni che abbiamo introdotto in questo paragrafo anno significato solo per funzioni 
reali di una variabile reale. Ora introduciamo dei concetti che hanno significato anche per 
funzioni reali di più variabili, cio per funzioni defnito su sottoinsiemi non vuoti di 2° con n 
anche se noi ci limiteremo ad enunciarli pe funzioni di una sota variate reale. 


(2.16) Definizione Sia f + dom(J) > R una funzione 
Diciamo che f è imitata inferiormente se im ({) è limitato infriomente. In alti termini, 
4 è iaitata inferiormente se site mi € R tale che im ()  [m,-+00), cio se 


meri /)>m Vee domlf) 


Se f non è limitata inferiormente, diciamo che f è illimitata inferiormente, 
Diciamo chef è limitata superior 
4 è limitata superiormente se esiste m € R tale che im(S) C 


ente se im(J) è lmtaza superiormente. Tnaltri termini, 
(00, ml icò ee 


meR: S( Em Vee dom(J) 


So f non è limitata superiormente, diciamo che {è illimitata superiormente 
Dicisno che è limitata se f è iitsta sia inferionente che supersommente. In alti terzini 
Im im cioè e 


# è limitata de esistono mn" € R tale che im (7) 


MER: mE fe) Sul, Vr e dom(/) 


Sì prova (per esercizio) che 


Filmisata @S 3M3O. [GSM Vee dom) 


Se J non è limitata, diciamo che f è Mimitata 
Se Y è limitata inferiormente chiamiamo estremo inferiore di / l'estremo inferiore di im(1) 
e lo denotiamo con nf f 

Se f è limitata superiormente chiamino estremo superiore di f l'estremo superiore di 
im (4) e To denotiamo con sup f. 

55 chiama minimo di 4 il minimo, se ret, di im (7) e lo denotiamo con min 

SS chiama massimo di fil massinco, se esiste di im (7) e lo denotiamo con max. 
Massimo € minimo di f sono anche dert estremi di f. 


Quindi 
inf = intfim (0)) = nfE (a): e dom (1), 


sup 


sup (1) = unlf(9): e € dom (1) 


ss 5. Lancelot, 


min (lm (1) = min{/(5) + 5 € dom(/) 


max f = max(im(/)) = maxt/lr): e € dom())} 


Coerentemente con quanto detto rel Capitolo 1, Paragrafo 2, co $ non è limitata inferioment 
allora non esiste int e inff. Tuttavia, per indicare che f è ilimisa 


inferiormente st usa rive 


iif=os 


ento, se $ not è imitata superiormente, allora nom esiste sup (ita (7) © uindi non eiete 


indicare che / è illimitata superiormente si ca scrivere 


Anal 
sup Tuttavia, pe 


ninfa too 


Si fa notare che 


(2.17) Definizione Siano f: dim(f) - R una funzione e 5 € dom (f) 
mio ft altri termini 


Diciamo che è un punto di minimo (assoluto) per se J{%) 


zi è un punto di minimo per $ s 


LG} fa _Va e dom 


Diciamo che 2, è un punto di massimo (assoluto) per f se f{r) = max S. In altr 
termini x, dun punto di mascimo per {se 


E 


1E f0), Vr € dom( 


1 punti di massimo € minimo di Y «010 anche detti punti di estremo di f 


Si fa notare che 


Cap. 2: Funzioni reali di una variabile reale sa 


(2.18) Definizione. Siano f: dom(f) + R une funzione e xa € dom). 
Diciamo che 73 è un punto di minimo locale (0 relativo) per { se esiste 4 > 0 tale che 
per ogni 2 € dom(f) come € (ra — 24 + 8) st ha che (x) > {(74). Tn ato termini 2, è un 
punto di minimo locale per f se esiste 4 > 0 tale che 5; è di minimo (usoluto) per f ristretta 
a dom (1) (xa — 870 -+8). Tn tal caso il valore {{zy) è detto minimo locale (0 relativo) 
per f. 

Diciamo che x, è un punto di massimo localo (0 relativo) por f so esiste é > O tale che 
per ogni x € dom[) con 9 € (rs — dz, +8) si ha che f(r) < flo). In alti tenmini 7, è 
un punto di mastimo locale per $ se raise 5 > 0 lle che xy è di massimo (ssecluto) per f 
sieretea a dom (S) "fra — 6.0 + 4), In tal caso valore {(7,) è detto massimo locale (o 
relativo) per f. 

1 pui di masso e misimno locali (o relativi) di feno anche detti punti di estremo locale 
(o relativo) dif. T valori di Jin tali punti sono anche detti estremi loeali (0 relativi) di 


f 


Sì fa motore che 


videntemente un punto di minimo (soluto) è anche di minimo locale un punto di mastimo 
(assciuto) è anche di massima locale il minsnso è anche un rrinimo locale © 31 massimo è enche un 
massimo locale. 


Min) 


ai 


1 questo disegno si ha che im (7) = |/(2), (1). St fa notare che i punti del ge 
di equazione g = (5) corsspondenti al punto di minimo © al punto di massimo, coò $ punti di 
coordinate (x, f()) © (21, f51}) non hanno una pariclae denominazione. È sens 

chiamati punt di im € masso rispettivamente 


ico (la curva 


10 errato 
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Osserviamo che i punti 2, © 2; sono di minimo locale per f, mentre i punti, e 7, sono di 
massimo locale per f. Infatti, limirandoci ad esempio al punto 7, graficamente si vede che siste 
55 0 tale che per ogni x € dom) (cy — A. 2) +8) si ha che (x) > f{r) 


IROTI 


1a 
tl 


è 
Figura 2.5: Ingrandimento del grafico di f în “prossimità” del punto 1. 


n modo del tutto analogo i deduce che gli altri punti 2,2, 2, sono di estremo locale per 


(2.19) Notazione Siano f dom(j) +R e 46 dom(}) non vuoto. Penismo 


dins 


tf spf ani 


ria /= min i max = mac 


2.1 Operazioni sulle funzioni reali 


Oltre alla composizione fra funzioni, sullo fanzoni reali si possono introdurre altre operazioni e un 
confronto, che derivano dalle operazioni algebriche e dall'ordinamento di R 


Cap. 2. Operazioni sulle funzioni reali DI 


(2.20) Definizione. Siano f : dom (1) +8 e 9: dom(e) > R due funzioni con dom (}} 
dom(9) #8 

Diciamo che $ < g ee per ogni x dom(7) "dem [p) si ha che fe} 
Diciamo che f < 9 ex perogni 2 € dem(f) Ndom(g) si ha che f(x) < (7) 
Diciamo che $ > g se per ogni 2 € dom (1) "dom (9) si ha che /{=) > g{7) 
Diciamo che Y > 5 ee perogni € dom(/) N dom(g) si ha che f{=) > gt) 


ia) 


(221) Definizione Sia f: dom(7) > R una funzione. 
5 chiama opposta di { Ja funzione denotata con —} : dom (f) > R definita da 


(N) = Sla) 


Sì chiama reciproca di $ la funzione denotata con $ - Lr € dom(/): flr #0) > R 
definita da 


Sia g: dom(e) — Runa funzione con dom(S) Ndam(9) # 
Sì chiama somma di / © yla funzione denotata con { +g 1 dom (S) dom {g) + R definita 
dal 

VRDCESIORECÌ 
tn particolare si chiama differenza tra f e 9 la funzione denotata con f — g + dom{/) 7 
com (9) > R definita da 


(= ila) = Lf+ (nale) = fol) 
Si chisma prodotto di f © 9 la funzione denotata con f 9: dom (5) Ndom (9) —» R definita 
dal 
alte) = Le)gla) 
Spesso si preferice srivere faq anzichè {5 


tn particolare si chiama quoziente di Y e g la funzione denotata cos £ : {2 € dom{f) 
dom (9): 9(5) 70} + R deiita da 


(9 = (i b) A=105 


Si chiama massimo di Y © 9 la funzione denotata con max{/.4} + dom (f) "dom(g) > R 
definito da 

maxf.9}(e) = maxt/(2), (7) 
SI chioma minimo di $ © 9 la funzione denotata con min(f. 9) | dom($) 1 dom (a) + R 
definita da 

mint/.9}(x) = mint/(2),9(7)} 
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n particolare, demotata con O la funzione costantemente nulla, i chiama parte positiva di J 
la funzione denotata con f* : dom(f} -»R definita da 


#0 = max(/,0) 


sì chioma parto nogativa di / 1a fanzione donotata con /- + dom(J) - R definita da 


sna(-/,0) 
Più precisamente 


4a) fi) >0 


SI meettt = {10 Sca 


mma(=f.0}(2) = [o 


Si csserva che 


Do Mast 


Figura 2.6: Le funzioni f, J* © f 


Cap. 2 Grefici delle funzioni elementari s 


2.2. Grafici delle funzioni elementari 


1) Se) = ee, mE N (conta convenzione che 00 = 1) => dom(/) = R Osserviamo che 


ni dispari = {i è disposi, 


$ è testamente erscente, 


Figura 2.7: La funzione fr) = 2° com n par a cinietra) e n dispari (a destra) 


D MIS ZEN ASA e dom) smi 
fina ; 


Figura 2.8: La funzione f(r) = 2 com n posi (a sinietra) © n dispari (a destro) 


9) = pie Ba gn E Nn>0 > domff) = (-soaUlato) 
Osserviamo che 


ripari 


inf/=0 
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Figura 2.9: La funzione f{e) = rp con a < 0 (@ anita) © a > 0 {a destra) 


{a<00) sen pari 
0 f)- E neN, 22 = doml))= Osserviamo che 


4 è atettamente crescente 


npari > ii 


alia POTE 


Figura 2.10; La fanaione f{r) = 4/4 con n pari (a sinistra) © n dispari (a destra) 


LG) 


aeRa>O — dom(/)=R. serviamo che 


deaci 


fiera 


ola 
inéf=0. 
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sele 


sa 


Figura 2.11: La funzione J{s) =0* 


log,r, a ER a>0,ag1 — domif)= (0,+00). Oserviamo che 


$ è trttamente decrescente, 
a>l => Sè strettamente crescente 


Figura 2.12: La funzione f{e) = log, 


7) LE) = cos, ala) = sins => dom(f) = dom(g) = R. Osserviamo che sono entrambe 
periodiche di periodo minimo 27 ammettono entrambe minimo uguale a 
4 1a basino entrambe infiniti pu 


è pari mentre la funzione g(e} 


sno 


1 e massimo uguale 
i di minimo e di massima. Inoltre la funzione f(x) = coer 
in è dispari. 


Figura 2.13: Lo funzioni flr) = coez 0 9{2) = sins. 


s 8. L'ancelott, Lesioni di Analisi Matematica | 


8) f0)2tne SE > domll)= fre de, VE 2). Oman che 


è periodica di periodo minimo x ed è dicpai. 


Figura 2.14: La fanzione f{9) > tan 


mon — dol) 


OF. 


suda di prodi ini dè duri 


PER: ehm, VEEZ}, Omero che ft pe 


Figura 2.15: La funzione f(2) 


— dom(f) =R. Osserviamo che f è pari e minf 


Figura 2.16: La funzione f{2) = rl 
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I] funzione Parte intera 


IDE 
È detnita nel seguente mado: i chiama parte intera di 2 il massimo numer intera minore 
0 uguale a x. Si denota co [e], In simboli: 


ver 


Per esempio 
Dia 


mez: ll=n frl 


Evidentemente si ha che dom (f} 


Figura 2.17: La fonziono Parte intera 


(2:22) Proposizione Per ogni 7 €R si he che [e+ 1 


Dimostrazione, Per defnizione di parte intera di ei ha che 


Sommendo 1 ad ogni membro i ottiene 


MOZIOCEDEI 
coi sani 


Ne segue che n è Îl massimo numero intero minore uguale a 7 +1 e di coneeguenta 


trtien 
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Ate) = = — el (funzione Mantis). Si ha che dom (M1} = R. Osserviamo che A è periodica 
di periodo 1, Infati, se € R} allora evidentensente £ + 1 € Re inte, per la proposizione 
precedente, i ha che 


Att2+1) 


241 belzati 


at) 


Inoltre, mim MY = 0 © A ammette infiniti punti di minimo (tosti è numer interi) © sup 
Per disegnarla è sufficiente rappresentarla ad reempio per Îe x € 10,1} © poi prolungare 1 
grafico per periodicità. Si ha che 


seD1) > MG 


Figura 2.18: La funsione Mantiwa, 


2.3. Funzioni trigonometriche inverse 


1) La funzione seno è periodica di periodo 2r.. Quindi non È invertibile, Osserviamo che è 
strettamente monotona in ogni intervallo di ampiersa x del ipo 


bien], cer 


Quindi se consideriamo la funzione seno ristvetta ad uno qualunque di questi intervalli © 
prendiamo come codominio la sua immagine, cioè [1,1], allora per la Proposizione (2.1) è 


invertibile 
Cosimo la fono $ 1 [3,3] -» |-1,1] definita da /(9) — sine Per quanto appena 
detto f è invertibile. La sca inversa /°! :|-1,1] > [-£,5] è detta arcoseno e si denota con 
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Figura 2.10: Le fanzionif{e) = sin ze /!(0 


sin 2 (a sist) è particolaze di {-! {a destra) 


(2:25) Osservazione Si ha che 


Vee |-LI): cin (arssinz 


aree (sin) 


Se estrngiamo la fusione seno ac un intervallo del tia [5 + 4r,5 + (€ + 1j] diverso da 


[-212] attra è ancora invertibile ma la sta inversa mon è arcoseno. Quindi 


2) La funzione coseno è periodica di periodo 27 Quindi non è invertibile. Osserviamo che è 
strettamente monotona in ogni intervallo di ampiezza x del tipo 


lin fl+ 1a, Fez 


Quindi se consideriamo la funzione coseno ristretta sd uno qualunaue di questi intervalli e 
prendiamo come codominio la sua immagine, cioè [1,1], allora per la Proposizione (2.1) è 


invertito 
Consideriamo la funzione f + [0,7] > [-1,1) definita da f(x) = conr. Per quanto appena 
detto f è invertibile. La wa inversa £ è: [1,1] >» [0,5] è detta arcocoseno o e denota con 


1220) = arccosa. 
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van 


Figura 2:20: Le funzioni f() 
destra) 


cor e SME) = arcuos (a sinistra) © particolaro di (7! [a 


(2.24) Osservazione. Si ha che 


vere [-1,1]: cos (ars) 


vee [Ds]: arco (cos 


Se sesteiigiamo la funzione coseno ad un intervallo del tipo [kr (È + 1)r] diverso da [0 a), 
allora è ancora invertibile ma la sua inversa non è arcocosono. Quindi 


3) La funzione tangente è peridica di periodo r. Quindi non è invertibile. Osserviamo che è 
strettamente crescente in ogni intervallo di ampiezza # del ipo 


(uil), cer 
dii it 1 an Lg i i pi i e 


ti e prendiamo come codominio la sua immagine, che in questo caso è R, allora per la 
Proposizione [2.4) è invertibile. 


Consideriamo la unione: ( 


2) — R definita da f(e) = tanz. Per quanto appena detto 


$ è invertibile. La sua inverse {-! : R > (-5,5) è detta arcotangente e si denota con 
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(CRA 


Figura 2.21: Le funzioni (2) = tane e f-I{7) = aretan 3. 


Figura 2.22: Particolare di f (7) = arcten 
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(2.25) Osservazione. Si ha che 


veeRi o tanfaretna) 


vee (- 


Se resriogiamo la funzione tangente all'ntrvall (3 + kr + (È 11) divo da (-, 


allora è ancore invertibile ma la sua inversa non è arcotanigente. Quindi 


) La funzione cotangente è periodica di periodo 7. Quindi non è invertibile. Osservinmo che è 
strettamente decrescente in ogni intervallo di ampiezza x del tipo 


5) aretan (tan) = 


(imfe+ lm, Fez 


Quindi se consideriamo la funzione cotangente ristretto adi uno qualunque di questi inter. 
valli © prendiamo come codorinio la sua Immagino, che în questo caso è R, allora per la 
Proposizione (2.1) è invertibile. 


Consideriamo la funzione f : (0,9) + R definita da /(2) = cot:. Per quanto appena detto 
4 è invertibile. La ssa inversa 7"! : R + (0,7) è detta arcocotangente e si denota con 
42) = arcata 


Figura 2.23: Le funzioni (2) > cots e {!{r} 
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Figura 2.24: Particolare di {3 (5) = arcoot 


(2:26) Osservazione. Si ha che 


veER:  cot(amcote 


vee (ye): arccot (sota) 


Se estringiamo la funzione cotangente ad un intervallo del tipo (kr (+11) diverso da O, 
allora è ancora invertibile ma Ja sua inversa non è arcocotangento. Quindi 


errato die che oi Goa) = a per ogni a e (REI) 


(227) Proposizione Valgono i seguenti ftt 


) Vee [21,1], _arosin e + arceoer 


D) YeeR, sretanz +arccots = 3 


Dimostrazione. Per esercizio. 
Suggerimento. 


8) posto n = aresim 0 = arecoe si prov, utllizzandola formula di addizione, che in {o + 8) 
1 esi deduca che necessariamente deve essre a — 


1) posto a = aretane  — atecot, si provi che cot (a + 8) — 0 e sì deduca che necessariamente 


deve essere a+ 9 = È. Si ricordi che cot (o + p) - esseri 
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2.4. Funzioni iperboliche e lora inverse 
Consideriamo nel piano cartesiano Ozy Iperbole equilatero di equazione 22 — y? = 1, Per ogni 


1€R poniamo 


sine 3; 
è li chiamiamo rispettivamente coseno iperbalico di (e seno iperbalico di Per ogni (> 031 
punto di coordinato (cod, inbt] descrive nel piano Ory il ramo di queta iperbole giacente nel 


semipiano {(e,y) ER: 3 > 0}. Int, 


cost 


cost 30, cos’ sint 


Figura 2.25: L'iperboles? — ? = 1 

La denominazione “coseno e seno iperbolico” scende dal fatto che queste funzioni godono di 

proprit'a simili a quelle delle funzioni trigonumetriche elementari coseno € seno, la cui origine 

è legata alla circonferenza trigonometrice, mentre le funzioni sperboliche cosh e simì sono legate 

all'perbole. Partendo da queste funzioni iperboliche, per sralagia con quelle trigonomettche, si 
deftiscono le funzioni tangente iperbolica e cotangonte sperbolica nei seguente modo 


aim cosha I 
tante o SEZ, cotanhr o DÎL LI 


Studinmmo separatamente queste quattro funzioni e introduciamo le loro “inverse, * 


1) La funzione f(7) = sinbs = 232% ha per dominio dom} = Red è dispari. Infatti, 


ene 


sin — ditta. 


z z 


Inolto Y è strestamente crescente in quanto somma di funzioni stesamenze cscenti (i veda 
e {2.4} è inveeibie e Ta sua inversa è Ta 


POservazione (2.)). Pertanto per la Proposi 
funzione £! : R -» R detta settore del seno iperbolico defirita da 


FE) = etti e = log(e- VTTP) 


Fe de fe al o È tie sl suo domini, che é R 


Cap. 2: Funzioni iperbeliche e loro inverse 108 


Infatti, posto y = /(2) = sinbe = 223, ricavando x in funzione di y sì ottime » = 


log (y- vTEF?) e scambiando 5 con y i ottiene a formulazione prcdente. 


pr ru 


Figura 2.20; Le funzioni {(2) = sinbs e } (x) = settim 


2) La funzione f(e) = corde => 2° ha per dorsinio dom (f) = R ed è pari Infatti, 


cos (a) = = cosa 


Quindi f non è invertibile su R. Osserviamo che f ristretta a 0, +00) aetrettamente crescnte, 
mentre ristretta a (00,0) è stritamente decrescente. Infatti, siano DS 21 < 2, e possamo 
s,=2,4h con h 50. Si ha che 


cod < cosa, + 


per) 


anse > In 


-) as 


cho è verificata essendo r, > 0 e A > 0. Quindi f ristretta a [9,-50) è testamente crescente. 
Ne segue che essendo par, } risretta a (-00,0) è strettamente decrescente (vedi Oscerva- 
ione (2.0)). Inoltre a(F) = [1,+0c). Se ora si considera la funzione 9 = fio per la 
Proposizion (2.4) 4 è invertibile la su inversa è Ia fungione 97?  [1, =0c) — [0, #00) detta 
settore del coseno iperbolico definita da 


sa 


stro a 


(e VAT) 
Iaft, pato = gl) = cash x = 2222 per 2 > 0, riesvando x in funzione di y si oe 
22 bg (64 VITI) e camindo con gl atene a formulazione precedente 
Chiamento se sì considera la finzione 


Jin per a Propoizone (2) è invertibile 
e a sua inversa è la funzione A? 51, +99) + [-0c,0] delia da 


rog (e- VIT) = rog (+ VT) 
«he non si chiama settore del coseno iperbolico. Chiaramente 


hl) 
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LIE) ee 
Ti t6r-cme 
vj si A > 


Figura 2.27: Le funzioni flo) = cash e {-:(0) 


5) La funzione 


snbe eb 1 
toh: 2831 


fa per dominio dem (7) = R ed è dispari. Int, 


10) tano 


tan (x) 


Inolte si prova che im (7 
per ogni € R si ha che 


Sr 


L'altra inclusione nos la dimostriamo (e si ju deluse dalla inveibilità di) 


Infine Sè 
strettamente cresconte, Infatti, iano 5, < 2, © poniamo; 


214 com hi > 0 Si ba che 


puzii deli dazi pini 


tanhe <inbn piani Girl mi 


(ei) a) (ene 1) (041) 


o cip ar omlie 


da gra on ni 


© pineta ata 51 


che è verificata essendo A > 


> 0 Pestanto per la Proposizione (2.4) S è invertibile © la ua 
inversa è la funzione J-1  (-1, 


1) + R desta sottore della tangente iperbolica defnita 
da 
eri 


1) setige = Zlas(12£) 


Infatti, posto y = (7) > tane = 24, ricavando rin funzione di yi ottiene 


scambiando + con y si ottiene la formulazione precedente. 


fioe (14) 
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TERA 
1 


Figura 2.28: Le funsioni f(x) = tomba e [-I(e) = ottigh a 


4) La funzione 
coda 1 _ge+l 


otanbe = rie — tene Si 


Ha) 


fa per dorsinio dom (4) 


(00,0) 000,400) ed è dispari. Infott 
1 


cotsb(-2) contenta 


J7 iaba 


Iole im (7) = (00, -1) (1,400). Chiaramente im (f) € (90,1) (1,400). Infott, 
pes ogni > Osi ha che 


nd osceno dispari, per ogni £ <0 si ha che 


L'altra neusione non la dimoetriamo (e st jo dedurre dalla invertibilità di /). Infine f è 

atrettamente decresconte su [-90,0) © mi (0, +00). Infatti, se 0 € 21 < ny, scendo ton 
cente e positiva su (0,400) si ha che 

LL 

tha” aka 


cotanbz, 


cotanbz 


Serena 


escono cotanh dispari o 2) > =71 > O si ba che 


cotanbs, = —cotanh (-2) > eotanh(-2,) = cotends, 


Ne seguo che $ è niettiva su (-00,0) e su (0,00) ed escondo negativa ul primo intervallo 
€ positiva sul secondo, è inietiva anche sulla loro unione, cio su dom(f). Pertanto f è 
savertiile e Ta sua inversa è la funzione f-? + (-00,-1)U (1,20) + (-00,0}U (0,+00) detta 
sottore della cotangente iperbolica definita da 


1") = setotgh 
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(na 10) eten] 


Figura 2.20: Le funzioni /(2) setcotghe. 


Infatti, posto y = fr) = cotanbe = E, ricavando x in funzione di y i ottime = 
4105 (22) e scambiando x con y sì ettien la formulazione precedente 


(2:28) Proposizione | Per ogni 4 € R valgono i seguenti ftt 
ih fe — 4) = ini co + cus sein, 


cord (24 4) — cose cos y + sin rin 


ti porticolere 


sin 2e = 2sinhrc0 coste sini 


Dimostrazione, Per esercizio.» 


È abbastanza evidente la corriglianza fa queste formule e le analoghe trigonometriche 
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2.5 Operazioni sul grafico di una funzione 


Consideriamo una funzione reale di variabile reato f + dom (f) -» Re supponiamo di conoscere il 
grafico 
Sinmo interessati & rappresentare il grefico delle sguonti funzioni ottenute a partire da f 


Sata fir+a), 


GSC Sla) VMa]l Sla) cer 


1) Consideriamo la funzione gi) 
dom (f), Inolre 


ACE) +0 con a € Ri a $ 0. Evidentemente dom(o) 


unea= { -{ 


(] y-a= fl) 


Quindi graico di 9 si ottiene da quela dif traslandolo verso T'alto se a > 0, verso il uso 
#0 0-0, di a], 


dsnsara 


Figura 2.30; Le funzioni f e str) 


a 


2) Consideriamo la funzione a(5) = f(# + a), con a € R, a #0. Per (1.23) si ha che 


dom(o)= {reR: 2+a e dom(f)} 


Inoltre 


cage (00 e feteno 


== fl 


 irtayeg, 


Quindi il grafico dig i ottiene da quello di f tralandolo verso sinieta se a > 0, verso destra 
se a<0, di la, 
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Figura 2.31: Le funzioni f e s(2) = fle +0) 


3) Consideriamo la funzione g(2) 
dom ff). Inoltre 


49) fopposta di f), Evidentemente si ha che dom (9) 


«i na) 


ze dont) zedom(f) 
"peg e { | 
dii: g= ola) = Sla) 4210) 
Quindi grafico di 9 i ottiene da quello di } otundolo di un angolo patto attorno all'asse 
dell sce 


Figura 2.32: Le funzioni f eg = -$. 


4) Consideriamo la funzione g(3) 


(9). Per (1.23) i ha che 


dom (a 


{rer: re dom(f)} 


Inoltre 


26 dom(a) ne dom(f) 


sia) 


Goeg { Sineg 


sant 
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Quindi grafico di 9a ottiene da quello di Y ruotanolo di un angolo pistto attorno all'asse 
delle ordinate 


Figura 2.33: Le fanatoni f e o(r) = fi-2) 


5) Consideriamo la funzione g{s) 


— 2), con a ER, a #0. Per (1.23) i ha che 
dom(9) = {e eR: as e dom(1)} 


Inoltre 


Gezio (se850 a frri 


= stele flaa) le flaa) 


posto sit) = f(-0) 


2-0 € dom(s) 
- { © lr-aseg, 


11 grafico di 9 si otione da quello di Y in questo modo: prima si disegna il grato di (7) 
4(-2) ruotando qullo di # di un angolo piatto attorno all'asse delle ordinata, poi i traala 
quello di so vers sinistra se a < O, verso destra st a > O, di la. Ln altri termini si esegue il 
seguente procedimento 


(urna) 9, 


9) (rta) 
& 4 & 


Osserviamo che contrariamente sl caso della funzione {+ a, in questo caso i raga verso 
destra se a > 0 e verso sinistra se a < 0, Non c'è alcuna contraddizione. Infatti, sia in un 
caso che nell'altro si tradla il grafico nel verso opposto a quello di crescita della variabile co 
2 >0, e nel verso di crescita o a < 0, Si oscervi che per la funzione f{--) la variabile è x 
che cisce per 2 che si muove a viatr. 
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Figura 2.34: Le funzioni f e g{r) = f(a- 1) 


8) Consideriamo Ta Sanzione a) 


(5): Evidentemente si ha che dom (9) 


per definizione di valore acoluto st ha che 


cQIG) eft)zo 
soste (Lita nica 


Quindi grafico di 9 si ottien da quello di lasciandolo inalterato dove { > 0 e ruotandolo 
di un angelo pistto attorno all'asse delle asisse dove f < 


Figura 2.35: Le funzioni f e 9=|fl 
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7) Consideriamo la funzione als) 


{e} Per (125) i ha che 


domte)= {e R: Jel e dom(M}} 


Osserviamo che la funzione g è pari. Inolte per definizione di valore asoluto si ha che 


1 mrcsmiler>o 
sm = 100 = {7 di 

ÎCA mrcdm(jlor<0 
Quindi rico sitio da quello di in queta modo: iaia nltata Ta arte dl 
sr di dor 5 8, po si ruota quia di un angolo pato atomo ale dll 
edito e icona lione ta quat parto e qual pirlo 20, 


Figura 2.36: Le funzioni fe g(e) = file) 


Capitolo 3 


Limiti e continuità 


1 Topologia di x 


introduciamo alcuni concetti di topologia della vetta rene. 


(1.1) Definizione Sino m eRer>0 
Sì chiama intorno di centro x, e raggio r (oppure intorno aperto di centro 5, © raggio 
1) l'intervallo apertà (29 = tiz0 +7). Poiché 


rercntr)o 


nen 


PIESSI 


‘questo intorno contiene tuti e soli i punti di R aventi distanza da ra minore di r. Tolvolta 
denoteremo questo intomo con il simbolo ,{7} o più semplicemente com /, o con / 

Sì chiama intorno destro di 5, di raggio r l'inevallo aperto (#0 +1) 

Sì chiama intorno sinistro di xy dî raggio 


crvallo aperta {o — 1,3) 


È opportuno non confondere concetto di intorno con quello più generale di insieme. 


(1.2) Esempio 


1) Sì r> 0, allora un intorno di 9 =0è 7, 
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2) L'intervallo (0,2) è un intorno di 20 = 1 di raggio r= 1 
8) L'intervallo (0,2) è un intomo deetro di 3 = Udi raggio r=2 


4) L'intervallo (0,2) è un intorno sinistro di n, = 2 di raggio r= 2. 


(1,3) Definizione Si chiuma intorno di +oc l'intervallo perso (n, cc), con o ER 
Sì chiama intorno di -00 listervallo aperto (00,4), con a €. 


Evidentemente la nozione di intero di +50 e 00 ba un significato diverso ripetto a quella 
di un punto 4 reale. 


Non si introducono le nozioni di intarno destro e sinistro di +00 


(1.4) Esempio 
1) L'intersllo (3, +90) è un intomo di +00 


2) L'intervallo (50,27) è un intorno di —ao 


(1.5) Osservazione Siam, RU 


{20} 


Allora l'intersezione di un nuzero finito di intorni di 2, è un intorno di 2. 


(1.8) Definizione Simo A CRer, € A, 
Dicistno che 2, è un punto interno ad i se esiste un intero 1 di n tale che [€ A 

Sì chiama parte interna di A l'insieme del punti interni di A__ Sì denota con înt(4) 
Esientemente int( 4) € A. 
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(1.7) Esempio 


1) Se A = fab], allora i punti interni di A sono tuti e sti i punti dell'intervallo aperto (2,8) 
(ab), cioè a © 2) < he consideriamo 0 < r < mintra — ab ra} e 


Info, sia zo 
(to rita +1). Proviamo che I, € A 


Essendo 1 < minfro — a,b — 20} si ha che 


renza  r<b-m 


Quindi sor E I, cod zar <2 CI + ri di ache 


 aceci > se4 


o 


scutrcatia 


Graficamente 


Esidentemente né a né è sono interi si A, Infatti, ogni intorno fy = (a — 6,0 — 6) dia, con 
#> 0 contiene punti di R non appartenenti ad A {i puntia — 6 < £-< a). Aralogamenta ogni 
intomo 7, = (= e, b—e) di b, con e > O contiene punti di R non appartenenti ad 4 (i punti 
bezclto). 


Grascsmente per a (analogamente per 8} 


Analogamente se A contiene uno solo dei suoì estremi. 


2) Se A = (a,b) allor tutti punti di A sono interni ad A, cioè A — int(A]. Si procede come nel 


caso 1) 
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allora int(4) è rispettivamente (i 


8) Se 00), oppure +00) e (00,0). Sì 


procede come nel caso 1) 


Cosa 


4) Se A = {a, +00), oppure 4 = (00,0), allora tuti punti di A sono interni ad A, cioè A = 
tat(A), Sì procedo come nel cao 1) 


(18) Definizione Sia A CR 
aperto se ogni punto di A è interno i A, ricè s in) = A 


Diciamo che A 
Diciamo che A è chiuso se CA è aperto. 
Per convenzione D è R sono cantemporaneamente aperti e chit 


(19) Esempio 
1) Gi intervalli aperti sono aperti, li intervalli chiusi sono chiusi {per esercizio) 


2) L'intervallo fa, 6) non è né aperto né chiuso. Infutt, non è aperto perché a € Ja, 8) ma non 
# interno, e non è chiuso perché 3l suo complementare è {-00,) |}, 0) che non è aperto, 
perché contieno è che po mon è interno. 


(1.10) Definizione Siano ACRezyE d. 
Diciamo che 7a è un punto isolato di A se esiste un intorno F di, tale che 41 


{ro} 
In alti termini 1 è isolato in A e l'unico punto di A contenuto in un suo opportuno intomo 
dz steso. 

Diciamo che 4 è disereto se A è costituito solo da punti isolati. 


(1.11) Esempio Consideriamo inieme A = {7 ER: 4-5? 2 0}, Il punto 75 = 0 è isolato in 
A Infatti, si ba che 


A-frer 


0} = for MU {GU [1,40 


Sei considera intorno 1) did, si ba ie ANI = (0). 


& 


Sono insiemi decreti ad esempio Ne Z e ogni loro sottoinsieme 


(1.12) Definizione Siano ACRezy ERU{Hx). 
Diciamo che sa è un punto di accumulazione per A se ogni intorno di sa contiene punti 
di A divers da n, 


La denominazione “punto di accumulazione” indica che comunque ci si ponga vicini a questo 
punto (n un intero), si trovato put dell'insieme diversi dal punto stesso (che potrebbe anche 
non appartenere all'insieme); quin vicino a questo punto si sccurulano punti dell'insieme 
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(1.15) Esempio 


1) Sia A = [a,b]. 1 punti di accumulazione di A sono tuti e soli i punti di [a,6- Infuti, 
consideriamo inizialmente punti interni ad A, cioè i punti sy € (ab). Poické x, è interno 
ac Allora esisto un intorno {, = (23 — ri 2, + r) di my tale che I, © A. Consideriamo un 
qualumquo intorno fi = (za — 6,79.+9) dio 


Se 8 < n allora € I, © A. Poiché 1; contiene punti diversi da x, allora è verificato che 
contiene punti di A diversi da ro 

50 $> ri allora I, © 1; vd escendo [, © A si ha che I, CANI, Poiché 1, contiene punti 
diversi da 24, allora è venifceto che I; contiene punti di A diversi da my. Pertanto sa è di 
accumulazione per A 


Inoltre anche a e è dono di accumulazione per A. Consideriamo a e sia /,= (a=r, a +7) un 
uotumano torno di a_ Si ha che 


ner 


rob 


In ogni caso /, contiene punti di 4 diversi da a. Pertanto a è di accumulazione per A. 
Analogamente per 


Infno mostriamo che i punti rs € RU {=00} non appartenenti ad a, 5) non sono di accumu- 
azione per A. Infatti, consideriamo insialmente 25 € R, 79 < 2 [analogamente se 2, > 0) 
Consideriamo = e — ye l'intomo I, = (ra — ri30 +7) = (27 — 0,9) di 9, Allora 


ANL=9 


Pertanto 2) non è di accumulazione per A 


So ra = -00 (analogamente se 7, = +00) e consideriamo l'intono 1 = (-00,a — 1) di -00, 
allora 

anna 
Pertanto 25 = = 00 non è di accumulazione per A, 


Analoghe conclusioni se A contiene l'alto estremo oppure non ne contiene alcuno. 


2) Sia A= |a, -n0).T punti di accumulazione di A sono tutti e soli i punti di fa, +oe} U {+0e} 
Infatti per punti interni ad A e per a si procede come nell'esempio preesdento, Mostriamo 
che +ce è di accumulazione per A. 


Consideriano l'intomo 


(B,+00) di too. Allora i ha che 


b>a > ANI=R+%). 


in ogni caso / contiene punti di A, ovviamente diversi da +00. Pertanto +00 è di accumula: 
zione per A. 


Analoga conclusione st A non contiee a. 
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5) Sia A= (00,5) oppure 4 ) 1 punti di accumulazione di A sono tetti e soi i punti 
di (-00,8]U {oc}. Si procede como nel caco precedente 


4) Se A CR è illimitato superiormente, allora +00 è di accumulazione per 4. 


0 Ad illimitato superiormente, allora per ogni m € R esere a € A tale che a > mi cioè 
a € (mi +00). Poiché gli intori di +00 sono tutti della forma (m +00), sbibiemo dimostrato 
che gui intorno di +00 contiene punti di 4, ovviamente diversi da +00. Quindi 400 è di 
accumulazione per A 


5) Se AC Rè ilimitsto inferiormente, allora -00 è di accumulazione per A. Si procede come 
nel caso precedente. 


tn particolare +00 è di accumulazione per N, +90 s0n0 di accumulazione per 2, Q e R. 


8) So A CR è limitato superiormente alora +90 non è di accumulazione per A Infatti, er A è 
limitato superiormente, allra esiste m € R tale che per ogni a € A sì ha che a < m. ciò a € 
(00, mi), Quindiso consideriama l'intomo 1 = (m, +0) di +00, st ha che A 
Ne segue che +00 non è di accumulazione per A 


7) Se A CR è limitato inferiormente, allora —o0 non è di accumulazione per A. Sì procede 
omo nel caso precedente 


8) Se A CR è limitato ara +50 non sona di accumulazione pes A 
(1.14) Esempio. Consideriamo l'insieme 


a-{i nen n21} 


Determiniamo i punti di accumulazione di A 
Osserviamo che è punti di A sono tutti isolati, cinè che A è discreto. Infatti, consideriamo 


ui Let) 


inaeme I, è un intorno di 2 e i ha che AN, = {4} per eserciio). Quindi 1 è ioato in A 
Evidentemente i punti ioati no cono di sccumulazione 
Osserviamo che punti 1 € 4 sono tali che 


si 


e man mano cho i aumenta questi punti ono sempre più prossimi è 0, dato che il quoziente fa 1 e 
ni diventa sempre più “piccolo” (nel senso dî vicino a sero). Anche graficamente, fin dove è possibile 
fare il disegno, ci vedo che i punti È € A all'aumentare di n ono sempre pi 
accumulano n un intorno (desto) dî 0, 

Proviamo che 0 è eetivamonto di accumulazione per A. 

Consideriamo un qualunque intomo I, = (-r,7} di 0, Dimostriamo che contiene punti di A, 
ovviamente diversi da O daro che O g A. Pertanto ci poniamo la seguente doman: 


vicini 0 0, ansi si 
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per ogni 130 esisto 1 6A tale che 1 61,7 


che è riscrivibile come 


per ogni e > Oeste n € N, 2 I tale ie rc Ter 


Partiamo dala disquasione =r < 2 < r. Si ha che 


Quindi esiste 1 € N, n > 1, basta prendere n © N con n > È. No segue che O è di accumulazione 
per A 

Infine sesta da provare che mon i sino alti punti di accumulazione per A Essendo A C (0,1) 
è limitato e quindi consideriamo 25 € R, 13 FA, 20 #0. 

Se sy < D oppure 25 > 1, alora i procede come nell'esempio precedente, caso 1), e i dimostra 
co 2, non è di accumulazione pe A. 

Se 0 < 2, < 1, allora omerviamo innansitutto che miste n € N, n > 1 tale che 


Infatti, si ba che 


tool ge {e DI bi 2 


Poiché È > 1, allora abbiano provero che esiste n € N con n > 1 tale che 
Se ira consideriamo 


cercuinfazizi-a) netocnneni 


allora L è un intorno di n, 0 si ba che ANI, 


Intart, 


Quindi xy non è di accumulazione per A 


nn 8. Lanceott, Lesioni di Analisi Matematica | 


(1,15) Osservazione Siano A CR e 23 € A. Allora valgono i seguenti fatt: 


9) temo ad A 


71 di accumularione per A 


ra 


8) 2 eolato per A non di accumulazione per A 


— sp non interno ad d. 


+ 


(1-16) Definizione Siano ACRe ny ER 

Diciamo che 2, è un punto di frontiera per A se per ogni interno l di si ha che A0/ #9 
#cANI70. 

Sì chiama frontiera di A (salvata detta anche bordo di A) l'insieme dei punti di ntiera 
di A. Sì demota con Fr(4] oppure 24. 


1 punti di frontiera cono quei punti che ‘separano’ l'insieme dal suo complementare. Priden. 
temente la frontiera di A coincide con quella de suo complementare 


(1,17) Esempio 
1) Sta A = [5]. 1 punti di fntiera di A sono © È. 


Infatti, ogni intorno ? = (a — n, a+) di a interseca sia A che CA. Analogamente per È 


Invece i punti x, i e, è non sono di frontiera. Infatti, o a < 7, < 


allora è interno ad A 
© quindi siste un Intomo ! di 2, tale che [ CA QuindiCAT) 1 = A. Ne segue che sy mon è 
di frontiera por A 


Se 20 < a (analogamente se, > 8) alora preso 7 
(229 — 0a) dir, è tale che], © CA. Quindi AN) 1, 
per A 


20, l'intomo 7, = (23 = 2047) = 


8. No soguo cho x, non è di frontiera 


Analoghe conclusioni valgono se A contiene uno solo 0 nesstino dei suoi esticmi. 


1) Sia A= [a +50), oppure A= (-c0,al. L'unico punto di fontiera di A è a, Sì procrde come 
nel caso precedente. Analoga conclusione e a £ A 


(1.15) Osservazione Siano A CR e 23 ER. Allora i ha che 
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EE A isolato per A => ra di fontiera per A 
pe 
20 A di frontiera per A_—> 2, di accumulazione per A. 


# 


Dimostrazione, Per esercito. ® 


(1.19) Proposizione | Sia 4 € R. Allora valgona i seguenti futt 


0) AC in(A)USA; 
B) A è chiuso se e solo se DA CA 


Inoltre sn tl cas si Be che A 


Dimostrazione. 


a) Procediamo per assurdo e suppenicmo che A $ int(/4) VGA. Esiste quindi sy € A tale che 
sg int(A}U 2A, cioè sy gint(A) ey 2A, osta so nom è né interna né di fontiera per A. 
Quindi valgono questi due fatt: 

4) perogni intorno / di xo si ha che! £ A equindi CANI # 0; 


di) iste un intorno di tale che ANI" = D oppureCA NI 


Ne segue che esiste un intommo / di 1, tale che An11' = 0, cioè 1 
3 CA assurdo perché ra © A, Quindi A € imt( 4) U 2A 


CA. Pertanto 2, è intemo 


8) Supponismo che A sin chiuso e dimostriamo che 2A © A. Procediamo per assurdo e suppo- 
nismo che 2A $ A. Peste quindi n, € 2A tale che n, f A, cioè 79 € CA. Escono A chiuso, 
si ha che CA è aperto. Quindi iste un intorno [ di zo tale che TC CA. Pertanto ANT = 0 
assurdo perché 1 è di Rontiera per A. Ne soguo che DA CA 


Vicevena, supponiamo che dA C A. Proviamo che CA è aperta. Procedismo per assurdo e 
supponiamo che CA non sia aperto. Flsto quindi x, € CA ron interno a CA, cioò per ogni 
intomo / di xo si ha che { £ CA. Pertanto AN 3 9 e chiaramente CANI 3 0. Ne segue che 
za è di frontiera per A, cioè xs € 2A. Quindi, per ipotesi ry € A: assurdo perché 2, € CA. È 
quindi dimostrato che CA è aperto, e di conseguenza A è chiuso 

Infno proviamo che se A è chiuso, allora A = int() 424 Pera) si ha che AC int(4) 2A 
Poiché tnt() C A e, per quanto appena dimostato, 24 C A, si ha che ine{ 4} dA CA Ne 
segue che A = int(A)U 24 
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2 Limiti di funzioni 
Nel seguito denoteremo con dom (/) il dominio di una funzione reale di variabile reale, 
quindi un sottoinsiomo non vuoto di R 

introduciamo una delle nozioni più importanti dell'Analisi Matematica, quella di bimite. È alla 
Dase di alte nozioni fondamentali, quali ut esempio quella di derivata e di integrale. Prima di 
vedere Ta definizione, introduciamo questo concetto attraverso alcuni esempi che ci permettono di 
capire i uo significato, 

Consideriamo la funzione f + R - R definita da 


10-(11 sordi 


A sere 


Siamo interesati a conoscero qual'è il comportamento della fenzione f quando la variabile + 
i avvicina sempre più al punto 25 = I. Ossia i domariliamo: cosa sucende a J{7) quando x ai 
avvicina sempre più 6-50 = 1? 

Le possibili ieposto sono: 


si avvicina ad un numero real 
— diventa sempre più positivo; 
diventa compro più negativo; 


- non ha un comportamento bex determinato. 


Osservando il grafico di f, vediamo che per 7 che sì avvicina compre più a x, = 1 (ull'usse 


delle ascisr) i valori (3) si avvicinano sempre più 5 (sll'ase delle ontinate) 
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Quindi siamo tentati di concludere che 


pera che tende 116 ha che /19) (ndo 05 


clima che 


FT ite di 710) pera che nd ES 


KE e fossimo interseati a conoscere qual il comportamento della fanzione f quando la variabile 
2 di avvicina sempre più al punto z, = 0? Anche in questo caso avremmo le quasto altemative 
precedenti. Oscercanco il grafico di f, vediamo che per s che si avvicina sempre più a ri = ! 
sull'asse delle asciee) i valori f(x) si avvicinano sempre più a 2 (sull'ase delle ordinate), Quindi 
siamo tentati di concludere che 


ELIO SEO] 


cio che 


Fmi di] pe a che tende 02 


Consideriamo ora a fanzione 9: (-00,0}U (0,400) > R definita da g(3) 
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Siano interessati a conoscere qual'è il comportamenzo della funzione e quando la variabile 
2 gi avvicina sempre più al punto 7, = 0. Abbismo le quettro posiilità vite precedentemente 

Oscorvano il grafico di 9, vediamo cho per chosî avvicina sempre più ar, = Ucon x > 0 (sll'sse 
positivo delle ascise) allora g(r) = 4 diventa sempre più positivo (i sposta verso l'alto sulla 
delle ordinate), mentre per r che si avvicina sempre più ary = 0 con x < 0 (sull'ace negativo 
delle ascisse) allora g(7) = È diventa compro più negativo (6 sposta verso il busso sull'asse delle 
ordinate). Tnolte se ora 7 avvicina a 7, = O in modo casuale, cioè cambiando anche segno, allora 
non poselamo concludero che 9(r) diventa cempre più positivo e neppure negativo, e tantomeno che 
9(7) si avvicina è qualche nursera resle. Quindi siamo tentati di concludere che 


pe e ed 0 i ba che g(e) mon ha un comportamento ben deeminsto] 


ie che 


FI Time I GE] pre che end a non cite 


Se invece 7 diventa sempre più positivo (ioò si sposta verso destra sull'asse delle asse), allora 
0(e) = 1 diventa sempre più prossimo a 0. Quindi siamo tentati di conclulere che 


er ce tende ap ha che gir) tonde i 


e diemo che 


AT init di (2) per a che tendo a 190 80 


Da questi esempi si capisce che la nozione di limite i dico qual'è comportamento (l'andamento) 
della finzione, ciò dei valori assunti dalla funziono, per la variabile cho ci avvicino, meglio dire 
che tende, ad un ben determinato “punto” (tra vingalette perché la variabile pio anche diventare 
sempre più positiva 0 negativa 0 in tl caso criveremo cho tendo risprtivamennto a +00 0 no che 
non sono punti di 8} 

Como mostrano questi scempi, nella nozione di limite la variabile indipendente deve tendere 
al ‘punto’ za e sì deve analizzare cosa succede a /(7), Man mano che 7 i avvicina sempre più a 19 
Abbiamo calcolare {{s), Questo è possibile se in un qualunque intorno del punto i sono punti 


Cap. 3: Limiti di finzioni 127 


del dominio di {. E doè garantito se ad esempio 2, è un punto di accumulazione per dom(J). 
Negli esempi precedenti i punci 0 e 1 erano di accumulazione per dom(f) e i punti D e +50 erano 
di accusaulazione per dora). 

Introduiamo ors la definizione generate di Tmite 


(1) Definizione: Siano £ tom (J) + R, 2, ERU{+%) un punto di accumulazione per 
dom(/) el E RU {00}, 
Diciszmo che } ha limite l per x che tendo a 7, se per ogni intorno 1(1) di esiste un 
dnstomo 1 (zo) di x tale che per ogni 2 € dom (f) com € 2(53) e 2 # 2 si ha che f(2) € 1(1 
tn termini più aimbolic: 


W1(1) intorno di 13/(1y) intorno di x tale che 


sedom()AMed ia > SEN 


n tal caso scriviamo 


che si logge "limite per 7 che tendo a zy di f(r) uguale l°. Sì dice anche cho 
(40) +1) per 2 che tene a ay (8 + 2.) 


512) tende a 


(2.2) Osservazione. Nella definizione i limite, i punto ry è di accumulazione per il daminia della 
funzione f. Quindi po anche non appartonere al dominio. Questo è uno dei mativi per cui 
si chiede che x # 2y Il secondo motiva è che, anche se 79 apparsiene a dom), i mite, sia che 

a ala che non esita, non diperde dal valore di { in zo, ma solo dai valori di {nei punti in un 
intemo di 


La definizione di limite che abbiam introdotto contempla tutti i casi possibili. 
Risciviamo questa definizione a seconda che x € R oppure sy = =00 0 2) = =o0 e FER 


49001 


TER 


ta questo caso gli intomi di è 2, cono 
IO=LO= (2042), Io) = Lira) = 0-8 +9) 


La definizione diventa: 


VE 0365 0: VE e dom(f) cond < lr nl 
siha celf(ci-M< 


dim flo) 


La definizione i dice che più £ è vicino a 24, più /{e) è vicino a I. Infatti, comunque ci si 
metta vicino al (l vicina è mieuzsto da e) si nova che per tuti punti abbastanza vicini a 
4 (1 vicino è misurato da) che stanno nel dominio dif, ecu x, i valori {(2) sono vicini 
al quanto fissato n precedenza. In alti termini il grafico di f ristretta a quosti punt vicini 
è 29 è contenuto nel rettangolo centrato nel punta (1) di lati pari a 26 e 26 
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Non 
da o 


imporsante trovare il miglior $, Osserviamo che € può dipendere oltre che da £ anche 


(2.3) Esempio Consideriamo la funzione f + R + R definita da 
10 (tt? sedi 


Sì ha che 


tim slo) 


Prostamalo con la definizione, Ci domandiamo; è vera che 
Ve > DIE > 0: Vr e R con 0< le > 1<4 di ha che |f{9] 5] <e? 


Consideriamo € > 0 qualunque, La domanda è “esiste 4?" 


Partiamo da do che deve succedere, cioè che |f(r) — 5] < e 


da che sea # allora 
Wil slce —> IGr+2i-sice > br-dice = lemilei 
Quindi preso 4 = $ si ha che 

vee Ren 0 < |a 1] < dai ha che |fla)- si <6, 


tim Sla 


Osserviamo cho în questo caso (1) = 4 5. Quindi, como cscervato precedentemente, il 
timite di una funzione è indipendente dall'eventuale valore della funzione nel punto 


è possibile, utilizzando la defizione, mostrare che 


Inf) # /0) = 
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La risposta è affermativa. Infatti, proviamo a verificare con la definizione se 


Gi domandiamo: è vera che 
Ve 035 Di Ye ER ron 0 < |a — 1] < $i ha che |f(7) —d| <e? 


Consideriamo £ > 0 qualunque. La domanda è. “esisto 5?" 
a che se 27 allora 


Partiamo da do che deve succedere, cioè che |j(2) — A] < 


Ma-dce > |r+2)-dce > lede 


— fit + (E 


di-i>le PETS 


23 Qst ha che 


Quindi per ogni 


ode + re 


pai > 0 quos italo ci il po 2, = 1, allo ssd aporia conenò 
cache tao n intomo di sy aula ito $ > 0 tale ch (co = di50 +6) £ (t2t,25:) 


Osserviamo che 


ssi His + r6(? 245) 


Sos) 
Quindi non è verificata la definizione di limite e pertanto si ha che 


ISTICIZI 


» Ge 


ma 


ti qsto caso gli intommi di le, sono 


10) = la +e), 


La definizione diventa 


UTO IIS UETIFIrEZARTI 
dava to] lead 


te) si ha che /(9) > a 


La definizione ci dice che più £ è vicino a zo, più /(r) diventa positiva. Infatti, comunque 
di scelga un valore a € R si trova che per tutti i punti x abbastanza vicini a 2, (il vicino 
è misurato da #) che stanno nel dominio di /, escluso 29, i valori { (e) sono maggiori di a 
dn alri termini dl grafico di f ristretta @ questi punti vicini a 7 È contenuto nella striacia 
verticale di Dase 28 al di sopra della retta y 
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Non è importante trovare il miglior 4. Osserviamo che 4 può dipendere oltre che da a anche 
daro 


(2.4) Esempio Stha che 


Proviamo com la definizione, Ci domandiamo; è vera che 
Ha E R3F5 0: Va ER con 0 < e - 0] < 5 si ha che > a? 
Va e RIG > 0: Vr ER con 0 <le| < 5 si ha che & pat 
Consideriamo a € R qualunque. La domandad: “osisto #9" 
Partiamo da do che deve suscedere, cioè che > a 
Se a < 0 è verificata pe ogni 1 ER, £ #0, e quindi qualunque é > 0 va bene 
Se > 0, allora per ogni x #0 


1 
Puo sio Gee 


de 


Quindi preso $ = da si ha che 
Vr eR cond <|r] <$ si hache 4 > 0, 
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a Eers] 


ti questo caso gli intommi di le, sono 


10 


(19 -6,2+4) 


Provalo La) = Lt) 


La definizione diventa 


Va E RIESI Va E dom(/) cn de Ira 
si ba che f{r) <a 


dim fl) = co 


L'interpretazione è analoga a qulla del caso precedente. 


(25) Esempio Sì ha che 


SÌ procede come nell'esempio precedente (per eci) 


sE 
ti quoto caso gli intommi di e 2, sono 


10 (RITO 


La definizione diventa 


ORER VE 
si ha che f{r]_M<e 


dom) ome 


Ls definizione i dico che più + diventa positivo, più {{r} è vicino s Infatti, comunque cis 
metta vicino a! (il vicina è misurato da e) si trova che per turi i punti maggiori di un cerco 
punto a che stanzo nei dominio di J, valori {3} sono vicini a ! quanto fiato in prrerdenza. 
In alti teini il grafico di f ristretta a questi punti è contenuto nella striscia orizzontale di 
tezza 25 a destra della vetta £ = a. 
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Non è importante trovare il miglior a (a ju dipendere altre che da e anche da so) 


(2.6) Esempio. Si ha che 
1 
tim È 


Proviamo con la definizione. Ci domandiamo: è vero che 


Ve > 0 Ba ER Ve ER sg Ocon 2 asi ha che 10] ce? 
Ve > OSA ER He E Ris 0 cons > a si ha che |<? 
Consideriamo c > 0 qualunque. La domanda è “esisto a?" 


Partiamo da co che deve succedere, cioè che|1] < e. Se 2 40 si ha che 


eo slo ceho 


Quindi preso a = Li ha che 


VE ERI PO con 55 asi ha che ce, 


cio i 
tim È 
Essate® 
ta questo caso gli intomi di è 2, sono 
IM = L= {a+ Mm) = (0010) 
La definizione diventa: 
UETETIEIIONUISEZZI 
fim ft 
a SE fi ha che f(e) il < e 


L'interpetazione è analoga a qulla del caso precedenze. 


(27) Esempio Stha che 


1 
tim È 


Si pren go pai Gc) 


"o 
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La definizione diventa 


VEER EER Vee dom (fem esi 
i ha cho f(7)> a. 


La detiioni dice che pr x diventa pio, più (5) diventa posto Infatti, comunue 
di sega un valrea € Ri tor che pe urti punti maggior di un rt punto che stanno 
nel dominio di i) valo) sono maggiori di a. Te at termini l gui di Ysstta a 
questi pun è contenuto el quarto di pino ({,1) € R?” 75.8, 9>0} 


Non è importante trovare il miglior . 


(2.8) Esempio Si ha che 


tim 


Proviamalo con la definizione. Ci domandiamo: è vere che 


Va EREDE R: Me ER con 2 > Di ha che e Da? 


Consideriamo a € R qualunque La domanda è: “csiste 
Pastiomo da o che deve euscidere, cioè che e > 0. 
So a < 0, allora è serificata per ogni x € R e quindi qualunque b € R va bene 
Se a> 0 si ba che 
e>a © a>loga 
Quindi preso è = loga si ha che 
Vee Remr>bsbachee da 


Le detnizioni di 


Am St) = vm 


sono analoghiea quest'ultima e vengono lasciate per eserciio 


ts 
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Concludiamo questa panoramica sulla definizione di mite con un esempio di funzione che non 
asmnserte mite 
(29) Esempio: Consideriono la funzione an + R + IR definita da 


0) fi nilo 


1 sr>0 


tI imita agn(o) non mise. 


Inart, pi ‘aseurdo supponiamo che questo Limite esa e sia 


limegn(o) =. 
Poiché legni 


1, possiamo supporre che [€ R} cioè 1 doo 
Per definizione di limit, caso 1), ha che 


Ve 0 36> 0: Vr € Recon 0 < |r]< si ba che legnl?) 1 < e 
Abbiamo tre casì posibili {> 0, (< Def =0. 


Se {> O, allora presa e = f, ite 4 > O tale che per ogni x € R con D < 
gate) 1 < 3, ciò 


1 < $i ha che 


n i i 
Siem) i<; «> Fesni)<Îl 


tn pascolare per ogni x € R con 0 < |a] < 6 si ha che sgnlo) > 
—$< 2 < 0 allora gn(a)] = -1<0. 

SO < 0, allora preso 
legale) 1 < 4, cià 


4 > 0: asurdo perché se 


i sie di > 0 tale che per ogni x € R con 0 < [sl < $ si ha che 


i 
Fesmia)t<-; 


- ficamei 
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n pazticolae per ogni € Recon 0 < Jel < Sei ha che agn{s) < £ < 0: aundo perché se De 2< é, 


allor i 


0, allora preso e = è, esiste $ > O tale che pi 


een) < E assurdo perché se 7 0, allora |ega(s)] = 1> 


e ogni x € R con 0 < e] < d si ha che 


(2.10) Osservazione La definizione di limite non è operasiva per i calcolo del Late. È utile per 


(801) reco. Prove che non te 


(212) Teorema _ (di unicità del limite) Siano f : dom(f) + Ri 2, € RU {4oc} am 
punto di accumulazione per dom (1) € i;l, € RU {00} due ulori per i quali è verificata la 
definizione di Tim (5) 

Allora by 


Dimostrazione, Per assurdo supponiamo che li # È, 
Consideriamo Îl caso in cui lil, € Re sia 
Medi 
z 


Poiché per ipotesi tim f{7} = talora in corrispondenza dell'intero il) = (& — el +2) esiste 
un intorno 1x4) te che per ogni x € dom(1) con x € (cu), 23 2a si ha che S{e) € K{h), cioè 


borefla)<hte 


Ph per ipotesi tit /{) = ll in cosspondennadell'intorno (3) = (=; +) site 
un intorno /'(xa) tale che per ogni x € dom(f) con x € {ze}, e # ra si ha che f(7) € L.(l,), cioè 


b-refl)<hte 
Consideriamo ra) = Im) o). Per l'Osesvazione (15) è ancore un intorno di 2, Inoltre 
per ogni x € dam () com € ("{2,}, 1 # 23 st ha che 


19) h-ec fa) <h h-ecfa<hte 


Sed, > lalla 
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Quintiper ogni x € dom (7) con 3 € 1a), 20 i ha che 


[ESA 


Set < a allora 


te disaguaglianze (2.13) diventano 


peri 


& 


Quindi per ogni x € dom (7) con € 1"(8,), #62 si ha che 


tb gg et 
DSESELenI 


z 


Quindi =, 
Nel caso in cui almeno uno fra © non sa reale la dimostrazione procede in modo simile. 


2.1. Funzioni continue 


(2.14) Definizione Siano $: dom(f) + Rey e dom(f) 
Diciatno che f è continua in 2, se per ogni intorno 1({(2,)) di fx) erete un intorno 1{5y) 
di tale che per ogni € dom) com € Fo) si ha che f{3) € I(/(3a)} 

Poiché gli interi di f(1y) e di 2, sono rispettivamente della forma 


Hit) 


Litio) 


(125) 


SCORSO NINO) 


(en) = (c0- 42044), 


ta definizione può ese cc riformulata: 


Ve > 03650 Vr € dom(J) com le rel <$ 
farntsminz — 
si ba che | f(x) — fl) < 


Diciamo che f è discontinua in z, se f non è continuain re 
Diciamo che { è continua se f è continua n ogni puntodi dom). 

Diciamo che { è discontinua se f è discontinua n almeno un punto di dom (7), 
Se A € dom(S) è non vuoto, diciamo che f è 

da 


continua in A se f è continua in ogni punto 


L'interprtszione è cimile a qulla del Him f(x) = 2 nel caso in cui so,0 € R. Si oserva che $ 


può dipendere alte che da anche da 79 
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In termini poco rigorosi possiamo dine che une funzione è continza in un punto xy del suo 
donsinio se a "piccole variazioni di 2 nelle vicinanze di 24 comsepondono “piccole” variazioni di 
(*) nelle vicinanze di f(5x). Evidentemente do non è per nulla rigoroso, in quanto il concetto di 
non è ben definito, È mogli dire che f è continua in 2, se è sempre possibile vere un 
controllo delle variazioni di f dal valore f(x) al valre fr) in tutti i punti x sufficientemente vicini 


(2.15) Osservazione. Si para di coni’ di una funzione solo ne punti del dominio della 
funzione 

4 meri cheer la deine di init Jim fe) 
nision di oeizità di in 5, NON i impone ht 2°4 0 nat, pe = è attomaicaente 
verificato che | f(x) — f(zo)l <£. 


nel caso in esi 2, 1 € R, nella deli 


Inoltre, dal confronto fra queste due nozioni, segue la seguente propriet’ a. 


(2.16) Proposizione | Siano f:dum(J) +R e 2, € dom(f). Si ha che 
0) se ra é un punto di accumulazione per dom(f), allora 


I rcontinuainzo <> N Slo) = {ro} 


8) sera è un punto isoleto per dom(F), allora Y è continua i 5 


Dimostrazione, 
) Soguo dalle definizioni. Si osservi che è vera solo s0 x, € dom (f) è un punto i accumulazione 
per dom(f). Tsftt, in questo caso è possibile parlare di Tito per che tende a 2, di (5). 


8) Sia e > 0. Proviamo che f è continua in my. Se 79 € dom(f) è us punto isalato per 
tom (f), allora esisto um intorno 1,(7y) di ra tale che domi/) 1 Iy(r) = {ro}, Quindi per 
ogni € dom(f) con 2 € Li (ty, cioè per x = ru, si ha che 


lE) Stzalt = flza) = fl) 


Jeo<e 


Ne seguo che f è continua in 29, 


(2.17) Osservazione La proprietà a) è molto importante e la useremo epesso nelle applicazioni. 
Contiene due affermazioni 


2) {continuino > 


cioè se J è continua in um punto ry del suo dominio in csi ha senso caltolare i limite di 
40€) per £ > ro, allora sappiamo già quanto vale questo limite, è {{7,} (serve per calcolare i 
fim); 
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<a) Rip fl) = fo) = J cninua iso, 


cioè per sapere se una funzione f è contisua in un punto ry del suo dominio it cui ha senso 
caolsoe il limito di {7} per £ -+ xy allora è sufficiente calcolare questo Tmite e controllare 
che coincida con {(5y) (serve per stabilito la continui, 


tn particolare si ba che 


dim /I0)# f() = fnond continuain 


(2.18) Esempio 


1) La funzione f(x) = ar +5 con ab Rè continua. 
Sia 17 € R qualunque e proviamo con la definizione che f è continua in, 
Ci domandiemo: è vero che 


o 


0: Va € R con le sa] < det ha che f(r)— fira]] < 


Consideriamo > 0 qualunque. La domanda è: “esiste 49" 


Partiamo da do che deve euccndere, cioè che | (7) - }(7)] < £. Si ha che 


142) — Sco) = lar +b- (ary +b)|= lale — x) = lolle= ra. 
Quindi 
ME -IGAze > lellealee 
Se a= 0, allora è vero per ogni r € Re quindi qualunque è > 0 va bene. 
Se 270, allora i ottime 
bual<f 


Quindi preso 6 = & si ottiene che 
Vr ER con rsa] <d si ba che |f(2) - f(x) < ei 


cià { è continua in, 


2) La funzione Ste) continua 
Sia 1a € R qualunque e proviamo con la definizione che f è continua in 1, 


Ci domandiemo: è vero che 


vero 


30: Vr € R confe sol < dhe che |}(2)- flsa)l < e? 


Consideriamo e > 0 qualunque, La domanda è: “esiste 4?" 
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Partiamo da do che deve succedere, cioè che |1(c) = /(0o)] < e. Si ha che 


MG) = Jiaall = late leo rallevad= 


aggiungendoe togliendo 79 ne secondo fattore 


le sollle— 20) +2501 < 
per ta disuguaglianza triangolare del valore soluto 


|: —zal(le — 201 +21) 


Preso 0< 8 fR73 
allora 


si ha che 6(6+ 2zal) < (per esercizio) e quindise |e =ro] < &, 


MI SG Seo rel(lr= 2421241) < + 
cioè f è continua in 2, 


8) La funzione J{e)= 


lè continua 
Sia xo € R qualunque e proviamo con la definizione che f è continua in 1a 
Ci domandiamo: è vero che 

Ve > 0 365 0: Vr € R con le ag] < é si ha che |j(a) — j{ma]] < e? 


Consideriamo € > 0 qualunque, La domanda è “esisto 62" 
Partiamo da i che deve succedere, cioè che |) = J(ry) <. Si he che |}(9) — {(g}l = 
la el Quindi 

Ul falce «> [alla <e 


Per le proprieta del valore assoluto (verli Teorema (2.12) del Capito 1) si ha che 


[bal tsl} <ie=sdl 


Quindi pros $ = csi otieno che 


vir ER con |r = ro] < 6 si ba che |f{9) — flro)l <e, 
cioè / è continua in 2, 

4) La funzione sgn(e) non è continua in . 
Infatti, poiché non esiste lm (=), non coincide con agn(0) = 0. 

5) La funzione f+R—» R definita da 


seat net 


ser 


non è consinua in 1. Infatti, abbiamo dimostato (vedi Esempio (2:)) che Him J{e} 
non coincide con (1) 
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0) La funzione J +R + R definita da 
1 wreQ 
0 erg@ 


non è continua in nessun punto. È detta funzione di Dirichlét. 


st { 


Figura 3.1: Grafica “improbabile” della funzione di Dirente 


Infatti, consideriamo 2, € R. Prendiamo x, € @ (analogamente se x, # G). Proviamo che 
non è vero che 


Ven 0IG> 0 Ve ER con era < 6 i ba che|f(n)- fl2a]]<e, 
cioè dimostrino che 


3 > 0: W6> 0 Er ER con la — n] < tale chef 


Aao)]=e 
Consideriamo 0 < € < 10 $ > 0 qualunque. Sez € R con |r = so] <5, si ha che 
0 ere@ 
1 ergQ. 


na-s69={ 


Poiché Q è denso in, esistono sempre sia punti x € Q che punti + g tali che |esy] < 5. Ne 
segue che esiste € R con |r=2y] <4, più precisamente 2 g Q taleche |f(x)=/(z,)] =12 e 
Quindi f non è continua in re 


In modo del tutto analogosi dimostra cho per ogni xa € R non este lim f(3) (per esercizio) 
7) La funzione J :R + R definita da 


sereQ 
2 er6Q 


sa) 


è conti so tn 
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Figura 3.2: Grafico "improbabile" della funzione f 


è una variante della funzione di Disichtét 


Proviamo inizialmente che è continua in 0. Consideriamo £ > O qualunque. Per ogni a €R 
si ba che 
= 10) 


i tiene che 


Quindi preso £ 


vir ER con el < 8 si ha che |f{s)— f(0)] < 


cioè { è continua in, = 0 
Proviamo ora che se 2, #0, alora f non è continua in x,, Consideriamo 2, € Q con x, > 0 
{analogamente ce zo < 0 oppure se xy £ ). Came ne caso preerdente proviamo che non è 
vero che 


Ven 03550 Vee Reonle sa 


< 5 i ha che |f(2) — fl] < 


cioè dimostriamo che 


0: 665 0 3 ER con le a] < 6 tale che (2) — f(x) 2 


sideriamo O < £ £ xa e é > O qualunque, Se x € R con le — 79] < 6, ha che 


use! -al Rendi sl esc@ 


Lan] merda 7 


Poiché Q è denso in R, esistono sempre sia punti 7 € Q che punti x @ tali che |r-ry] < è 
No seguo che esiste 2 € R, più precisamente 7 £ Q, £ > 0 con |r— sy) < 4 tale che 


GESSO 


Quindi f non è continua in 1, 


lina] seréQ 


ta modo del tuto analogo si dimostra che lim (3) =0 e che per ogni 1, 
im (5) (be esercizio) 
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(2.19) Esercizio. Determinare una funzione definita su tutto R continue solo in 0 e 1 


(2.20) Osservazione La funzione (e) = è non è defiita in 0. Pertanto non ha senso parlare 
né di continuità né di discontinuità di } in 0 Tn particolare È ERRATO DIRE 


11 prosimo risultato lga fra loro le nozicni di limite © contimit'a. 


(2.21) Proposizione Siano f : dom(f) + Re ra € R un punto di accumulazione per 
dom 4) 
Allora lpono  sesvnti ft 


a) se lim f(1) = LER, allora la funzione Fi dom (f)LI {ru} + R definita da 


na- {i rta 


8) seta finzione 7; dom($) U{z} > R definita da 


ter 


{ Ha) verno 


è continua sn 7, allora 


Dimostrazione. un'immediata conseguenza delle dofnizionidi limite e comin ae viene luciata 
per esercizio. ® 


Quota propre a i poteva srivne in forma di condizione necessaria e sufficente, dato che a) 
#8) sano luna  viceenta dell'altra. 
Osserviamo che 


— sera e dom(f) 01 = f(74), allora chiaramente T= Se la pope” è banale; 
— se za € dom(f) e {(24), ara Fa f sono due funzioni che coincidono ovungue tranne n 
a (sono quindi diver); 


— so za dom), L'è un estesion dif a dom{/) UL), A causa dellanicità de limite, Fè 
L'unica estensione continua di fa dom(f) {ru}. Pertanto è detta astensione continua [o 
prolungamento continue) dif a dum ()U (2). 
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(2.22) Lemma. Per ogni x €R si ha che lina] < lo, 
Inoltre |stn i = |r] se e solo ser =0 


Dimostrazione. Se |r|> 5, allora è oxvio, perché 


and<i<ie 
lanal<1<Z<| 


Consideriamo ora 0 << 3. 


Osservando il disegno si vede che PI = cino, Î4= 5. Kendo PIT < PA < FA ci ottime 


che 0 Sanz < 2 quindi |sinz] <a. 
Consideriamo ara —2 << O. Potehé per tali x si ba che sins] 
passo precedeste si ha che 


sinlele 0} < 3, pers 


L'ultima afrmazione è ovvia. = 


Sono funzioni continuo sui loro domini le funzioni elementari 
ceRi 

nen 

net 

tI 

cer; 


agli 
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8) 16) 
9 fa 
10) 16 
11) fa) = cota, 
12) 1) = atcina; 
18) 110) = arcover 


14) #(2) = scctanz 


19) /0e) 


16) to funzioni iperboliche le lora inverse. 


La venia perle funzioni 1) — 7) viene lasciata per eci 
Proviamo che {(5) = sins è continua. Sia 7, € R. Consideriamo € > 0. Per lo formule di 
Prostafeesi si ha che 


100) — Soo)] = laine ainoy] = lin 3 


cia |< 


peri letta precedente <2 sd 


Pe 


Quindi preso $= e si ha che 


vreRom < 


aa < Sache (0) f(So) Sla 


cioè {è continua ine 
in modo del tutto simile i prova che la funzione /{7) = cos è continua {per esco; si 
ricorda che cosx — cosz, = —2ain 2z1 cin est) 
La continuità delle funzioni 10) 16) a dedurremo succoivamente dll'aiebrae dalle proprie a 
globali dello funzioni continue. 


(2:23) Osservazione Le nozioni le proprintà che abadiamo nel corso di Analisi Matematica Ti 
possono distinguero in due cls: locali e globali. 

Sono locali quelle che i realizzano nelle “vicinanze” di un punto, oca coinvolgono (riguardano) 
solo certi punti, cioè quelle che si definiscono olo Iscalmente (sche in senso leseraio), Sono globali 
quelle che coinvolgono tutti i punti. 

Per esempio, riferite alle nozioni sin qui introdotte sulle funzioni, sono nozioni locali quela di 
limite e quella di funzione continua. Infatti, sono definite coinvolgendo slo i punti în un intorno 
del punto a cui tende Ta variable indipendente, Sono invece glotali inserti a, ta surittività, Ta 
biietività, la monotonia, la cimmetria, la periodicità. Infatti, ono definite coinvolgendo og punto 
del dominio. Altre nozioni locali sono sé esempio quelle di maseimo e di minimo locale, mentre 
cono globali quelle di massimo e minimo assoluto 
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2.2. Limiti laterali 


(224) Definiziono | Siano / : dom(f) > Bi za € R un punto di accumulazione per 
dom(f)N (2n, +00) el E RU{#20). 

Diciamo che / ha limito destro ! per 7 che tondo a ny {o che f tende a È per 7 che 
tendo a 7, da destra) se per ogni istorno 11) il osito un intorno destro 1° (1) di tale 
che per ogni 2 € dom{(f) con 2 € 1*(zy) si ha che /(2) € (1) 

Ti termini più tbolici 


VICO intorno di 131! (x) intorno di 
bm) > A 


dir tlo cho 
C) 


n tal caso scriviamo 
dim j(0) = 


ce i Tegge "mite per 7 che tende a 7, più di J(7) uguale _ Sì dice anehe che “/(3) tende 
21 (f(7) > D) per cho tendea ri (e 23)" 

Se 2, € R è un punto di accumulazione per dom (1) (00,2), alora possiamo introdurre i 
morto analogo La nozione di Tit sine 

Diciamo che / ha limito sinistro ! per che tonde a ri {0 che f tondo a! per 7 che 
tende a 2, da sinistra) se per ogni intorno /(1) di lesiste un intro sinistro / (x) dis 
tale che per ogni € dom (7) con 2 € 1-7) si ha che f(x) € 111) 

tr termini più simbolici: 


VI) sotormo di L3/- (1) intorno sinistro di ra tale che 
sed Moria) > Seri 


n tal caso scriviamo 


fa) =L 


che i legge “limito per che tende ax, meno di {(s) uguale!” Si dico anche che “/ (5) tende 
21 ($(0) > 1) per e che tende ar; (2 -+ 55) 
1 bimiti destro e sinitro sono anche detti limiti laterali. Non si definiscono per =sc € 


Quosto definizioni possono esere srite in modo più specifico a esconda che { € R eppure 
deo. 


Ad esempio, se DE Ri ha che 


UETE ESITI 


lim f()=i <> 
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Sete 


00, si he che 


IEZZIA 


UTILE TULILTIUENE 
lim f(r=-c0 «> “i 


ha i ha che j() <a, 


Pen esercizio scrivere a definizioni negli atri casi. 


(225) Osservazione Il smbolo 2 -» sta ad indicare che e + 23 e che r> zy 
1 simbolo e + 25 sta ad indicare che 2 —» 5 e che < 2, 


11 proseimo risultato lge fra loro Je nozioni di limite ed limit laterali. 


(228) Proposizione | Siena f : dom(/) -+ Ri ro € Run punto di accumulazione sia per 
dom (#) (a +00) che per dem (1)N (00,21) EL ERU {+00} 
Altero 


tm 


1 tim/)= tm) 


Dimostrazione. Segue immediatamente dalle dimzioni (per sercizio). 


(2.27) Osservazione Da questa proposizione scende che 


e il Lit eee, allora eietono anche i iii letali e coincidono com il limite 


8) 0 esistono © coincidono ra loro i limiti Taersi, alora estate 4) limito © coincide com i miti 
taterati 


2) e mo eee il Tirit, allor i Timiti Laterati non coincidono, oppure almeno uno dei due non 


1) se i limiti laterali non coincidono, oppure almeno uno dei due nos esiste, allora nos esse il 
timite 


Osserviamo inoltre che il Teorema di unita dl limite vale anche per i miti laterali. 
(228) Esempio 
1) Si hache 


Infatti, 
Lim gna) 


Analogamente si dimostra l'alto init. Posché 4 limiti laterali sono diven, sì ha che non 
site imegn(o). È crtamente più comodo dedurre în questo modo che nop et limite, 
asichi dimotrasto per asaurdo 
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2) Sì he che 


0, alora per ogni e < Oi ha che 
Se a < 0, allora si ha che se < 0 


Quindi preso d = —2, si ha che 


Vr ER con dcr <0s hachet <a, 


cioè tim È 


so. Analogamente si dimosta l'alto limito. Poiché i Iiiti laterali cono 


di cen td 1 


(2.20) Osservazione Se una funzione f è definita solo per + > 2, allora è la stecca cosa sntvere 


tim Sla) è Jim ft) 
Analogamente se una fasano £ è definita slo per x < 2, alam è la testa vosa civne 
tim f(0) è dim S6) 


Per esempio 


Sindogr = lim logs = -0o. (per cacao) 


(2.30) Definizione. Siano f: domif) +Re 23 € dom(f) 
Diciamo che } è continua da destra in 7, se f riswetta a om(f) Nr, 00) 


Diciamo che / è contiua da sinistra in 2y se / risrtta è dom(/)0 (-ce al è conta 


Iividentomento f è continua in x, so e solo se f è continua da destra © da intra in sy 
(2.51) Osservazione Siano f : dom(}) + Re sy € dom(f) un punto di accumulazione per 
dom (1) "sy, +oc). Allora 


4 è contina da destra ing > 


im /(0) = fl) 


è un punto di accumulazione per dom (J) ) {-00,q, allora 


$è continua da sinista inzo <> tm J{c] = SU) 


Se une funzione f è definita solo per # zu, allora è la stessa cosa dire che f è continua in, 0 
dive chef è concinua da destra in zo, Analogamente se una funzione J è definita solo per > < 2a, 
alora è la esca cosa dire che J è continua in x, © diro che Y è continua da snitra in 7a 
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2.3. Asintoti verticali e orizzontali 


(32) Definizione | Siano f : dom(7) > R e 2, € Run punto di accumulazione per 
dom($) 0 (za +00) (altemativamente per dom(f) N(-00,23)) 

Se lim /(2) = +00 oppure -00, allora diciamo chela retta £ — x, è un asintoto verticale 
destro per |. 

So lim f{9) 


00 oppure -00, allora diciumo che la retta £ > 2, è un asintoto verticale 


Se la retta x = 2) È contemporanenmente asintoto verticale destro e sinistro, diciamo più 


semplicemente che la retta 2 =) è un asintoto verticale por } 


(2.33) Esempio 


2 n i-( è n noto etto per (9) = È 
VA : a 3 


Figura 3.3: La funzione f(r) = loge e Figura3.4: La funzione f(r) = 1 el'asintoto 
l'asintoto verticale 2 = 0 vertice 2 = 0. 


(2,34) Osservazione: Graficamente, se la retta s = 2, è un asintoto verticale detta (sinistro) 
per S, allora i grafica di sì avvicina sempre più a questa retta per x che tende a 7, da destra 
(esista). Il grafico di f non pia attraversare l'asintoto verticale, Nonostante c'a il grafico dif © 
l'azintoto possono avere un punto, e uno slo, în comune. 

Una funzione pio avere anche più di un asintat verticale. Per esempio la funzione f(x) = tan 
aztziette infiniti asicori vericali di equazione 7 = 3 + 47, con k€ 2. 

Se lim. /{e) è uguate a +00 oppure —se, non si dice, perché non ha senso, che + = = na 0 


stor enel pe 
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(235) Definizione | Siano f : dom(f) + R una funzione con dem(f) imitato 
ssperiormente. 

Se_lim fl) > LR, allora diciamo che la retta y = è un asintoto orizsontalo destra 
per Ji 

Se dom f) illimitato inferiormente e e bmx {(2) 


è un asintoto orizzontale sinistro per} 


€ Ri allora diciamo che la retta y =! 


Se la retta 4 — { è contemporenesmente asintoto orizontale destra © sinistro, diciamo più 
semplicemente che la retta y = | è un asintoto orizzontale per f. 


(2.56) Esempio 


e = 0 > la vetta 4 = 0 è un asintato orimontale sinistro per {(5) = e 


> la vetta y = O è un asintoto orizzontale per {2 


io {FP} mo ta ci ia e 


stan 


Figura 3.5: Le funzione f{r) = e" e Figura 8.6: Ta funzione f(x) = aretenz e gli 
l'asntoto orizzontale sinietmo g =, asintovi orissontaliy = 42 


(2.57) Osservazione. Graficamente, e la retta y = { è un sintoto orizontale deetr (sinistro) 
per f, allora il grafico dif sì avvicina sempre più a questa retta per 7 cho tendo è +00 [co], Il 


grafico qua anche attraversare l'asintoto 


Una funzione pu 
sinistro 


avere al più un asintoto oriszontale destro e al più un asintoto orizzontale 
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2.4. Punti di discontinuità 


totroduciamo una classificazione di punti di discontinuità di una fusaione reale di variabile reale 
Ricordiamo innanzitutto che affinché un punto m <a di discontinuità per una funzione f, necesse 
amento sy deve appartenere a dom) devo essere un punto dî accumulazione per dom, dato 
che f è continua nei punti isolati del suo dominio 


(2.39) Definizione Siano: dom(f) + Re so € dom(f) um punto di accumlazione per 
dom()) 

Diciamo che { ha una discontinuità eliminabile in £o (oppure che 5 è un punto di 
discontinuità eiminabilo per /) se site lim J{r) = 1 € R con 1% /(79) 

ita csc 8 e dica di pri mneclio e allo) 1 sy (pi de È 
un punto dî discontinuità di prima spscis (0 salto) per $) e esstono finiti diversi 
st oro limit hm f(2) 

Diciamo che f ha una discontinuîtà di seconda specio in x, (oppure che , è un punto 
di discontinuità di seconda specie per /) e almeno uno dei due Limiti later im, {e} 
è 00, oc oppurenon esist * 


La denominazione “discontinuità elimimabile sta ad indicare che a patta di modificare f in 
modo opportuno in ze, questa discontinuità i po eliminare. Infatti, basta modificare } in 23 
ponendo il vato f(z] uguale a Tr sto termini, la funzione 7: dom (S) > R definita da 

10 -{19 wrln 


Lo srsn 


coincide con J dappertutto tranne che in 1, ed è continua in 2, Evidentemente 7 / 
(2.39) Esempio 


1) Ni punto re 


è di discontinuità eliminabile per Ja funzione {7} 


legn(a)] tnt, 


tm f(e) = lim en) ttn1=170=/0) 
Col 
Ss 


Se ora consideriamo la funzione f | R + R definita da 


TORA 


1 sero 


coincide con f dappercutto tranne che i O e è continna in 0 


2) I punto n= 


è di discontinuità di prima speci per la funzione (e) = sgn(r). Infatti, 


Sie 15) = I een) = 1, lm f(x) = lim sento) =1 
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9) I puntozo 


di discontinuità di seconda specie perla funzione f + — R definita da 


Infot 


Si oacei che in quest'ultimo esempio, qualunque sia i! numero reale g, la funzione Y risulta 
ose discontimus in 0, e quindi discontinuo. Poiché Y è un'estensione della funzione p(r) = È a 
tutto R, risulta che non è possibile estendere la fuxzione g(r) = è a tutto R in modo continuo, cioè 
tn modo che la funzione retesa sia continua. A causa di questo fato alcuni autori asriscono, con 
‘un abuso di linguaggio, "la fasgione 9(r) = non è continua, perché comunque la si cstenda in 0 
si ottiene una funzione ron continua.” 
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2.5. Limiti delle funzioni elementari 
0/6) 


Per ogni zo € R si ha che lim f(r) = lim fl) =e 


cer 


"neNn>1 — dom(f)=R 


n eR, 


00 sen pari 
00 se n è dispari 


tin varda, 
ì 
fmi 
1 
npai > lg loto 
i 
dispari => tim D 


to parole per dii i È 


La retta 7 = 0 è un asintoto verticale, La retta y = 0 è un asintoto orizgontate. 


tn particolare per n dispari tm _L_ 3 
arena 


La retta e = a è un asintoto verticale, La tetta y =0 è un asintoto orizsontate. 
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senè pari, 


{0-20 
22 > dom() = { 
RO sender 


im 97= gi Vere dom(f), 


Lim SE = +00, 


fim gr o. 


8) firl= o aeR 0>0 — dom(f)=R 


logo, a ER, e>0,ag1 > dom(/i 


tim log, e= log, sm Vr >0. 


iù { 


La retta £ = 0 è un acintoto verticalo destro ia per 0 < a <'î Che per a> 1 


8) fa] = ces, g(s)= sin — dom 


domfa)=R 


VrneR: fim core cor, limenza sinz, 
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Hm cor A, lim sine A 
Proviama che nom esiste Im sin. Per assurdo supponiamo che_Tim sins = 1 Fieendo 
|stnzl <1 possiamo limiti al caso 1 ER. 
Per definizione di Lite si ha che 

Ve> 0 3a e Ri Vr ER con 7 3a si ha che sine — il <c 
Abbiamo tre casi posibili: 1> 0, {</001=0 
Se > 0, allora preso € = È, esiste a € R tale che per ogni # € R con 2 > e si ha che 
eine ii < E, cioè 

cunszici > icane<i 


i i 
in particolate per ogni £ € R com 2 > a si ha che sins > È > 0: aurdo perché esiste £> a 
tale che sin < 0 (hasta prendere e = 3n + 2lr con k € 2, k>  - 3) 
4, siste a € R tale che per ogni e € R con 7 5 a si ha che 


Se l < 0, allora preso 
ed < i ciò 


i 1, i 
pese — fieanrci 


i 
n particolare per ogni x € R con 2 > a si ha che sins < È < 0 ascundo perché esiste 7 > a 


tale che sin > 0 (basta prendere x = 3 + 26m con ke Z,k> & -1) 


Se { = 0, allora preso £ = è, csste a € R tale che per ogni 7 € R con 2 > a si ha che 
sima] < bi assurdo perché efste £ > a tale che |sinz| > & (busta prendere £ = 3 + kr com 
ReZkS®-3) Quindinon siste lm sins. 


Analogamente si dimostta che nom esistono im sins e_lim_ cos (prr esercizio) 


n ER: afj+bn vez} 


oe > domfgl= (ser: af bn, Wez} 


ana 


Visa edom(f): pi tanza tanza, | Vere domlo): lim corra corsa 


van T+in KEZ: lm tane = too 
Til ke #0, 
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kr FEZ: im coi 
lim tanz Rm corr 7 


La dimostrazione che questi limiti non esistono è analoga a quella precedente per a funzione 
Le vette £ = 3 = kr, & € 2, cono asincoti vaticali per la funzione f(e) = tanz. Le rette 
2 Em, £ 2) no asintoti verticali per la funzione g(r) = cot 


ascainz => dom(f)=dom{g)=[-1,1] 


10) /0e 


asecoe mole) 


Hear 


Vas ELI]: im arcsin = arsinzo, lim arecoe e = acco 


11) #(2) = aretane, (2) = asccore — dom(f) = dom(s) 


Ver ER: Jim atctan = actanzo, atceote = attcot a 


Mm arccot r {E 
7 SL x 


tima arctane 


Lo rette y > 15 sono rispettivamente scintoto orizzontale diet È sinistro per la funzione 
$ (e) = arctanz, le tette y = O e y — n sono rispettivamente asintoto orizzontale desto e 


finsatro per la finzione g(e) = arcent 7 
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3 Teoremi su limiti e continuità 


3.1. Proprietà locali 


(8.1) Teorema | (di limitatezza locale) Siano f + dom(f) +R ez, € 
pianto di accumulazione per dom(f). Supponiamo che esista 


Inf) LeR 


Allora siste un intorno 1(zs) di tale che $ è limitata eu (dom (#) 0 1ra})\ {rs} 


Dimostrazione. Per definizione di inte | € R si ha che Ve > 0 3 (ro) intamo di 7, tale che 
Ha € dom(/)D Fira], 2 #2 i ha che f{r} | < ci cioè 


IRETITCRICE 


Quindi f ristretta a {dom(S) N1(22)) {ra} è limitata. @ 


(32) Osservazione 


0) Valo anche per è limit laterali se 17 € R In tal caso la tes è cho esiste un intorno deetro 0 
inisto, a seconda che l Liste sia desto o sinistro, tale che f rietetta a dom (7) intersecata 
sesto intorno è limitata 


8) Se 2g € dom(f) e f è continua in 2, allora £ è Iitta in un into di 2, interscsto 
dom). dat, se 1, è un punto isolato di dum (7), allora è ovvi, perché see un intorno 
129) di x che contiene fa i punti i dom (f) solo xy e quindi f risteta a domif) 1 (0,) è 
finita. Se invece 29 è un punto di accumulazione per dom (7), allora tim (0) = f(ro) € R 
e 1a es cene dal teocea precedente. i 

4) Non i deve confondere la moione di imitato con quella di “ammettere limite". Ricordo 

e una funzione è Litta se im (7) è un sr: Tato di X Cono fonzioniImiate 

che non ammettona miti (sempio {) = sgn{=) non ha limite per — 0) 


(3.3) Teorema (della permanenza del segno) Siano f: dom(f) + R e 4 €R 
sn punto di accumulazione per dom (f], Supponiamo che esista 


fioo) 


pf) = (e RU {too} 


Se 1 > 0 oppure {= +0o (alternativamente! < 0 oppure È = — no), allora esiste un intorno 
100) di tale che f(3) > alternativamente fs) < 0) per ogni x € (dom (f)01(x1}}\{xy) 
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Dimostrazione. Consideriamo inisialmento il cano È € R, > 0 (analogamente se 1 < 0). Per 
definizione di limite! © R si ha che We > 03/(7y) intomno di ry tale chevx € dom(f)N/{za}, 2 # za. 
ih che [1] —d< e, cio 

tneclo)<tte 


Quindi preso e =, este un intorno 1(z) i 2y tale che Ke € dom(/) Mm), 2 #20 
targati 
iesoeîi 
tn particolare (2) > 4 > 0 per ogni € (dom (7) 1(1))\{y} 
Consideriamo ora l = +90 (onalogamente se { = — 00), Per definizione di mite 
ha che Ya € R 3/(1) intorno di y tale che Ve € dom(7) (79), x # zo, i ha che f(5) > a. 


n particolare, preso a > 0 rete un intorno Fr) di 73 tale che f{s} > a > 0 per ogni e € 
Gdom (9) 2) Arg 


(3.4) Osservazione 


2) Vite anche per è liti laterali se 39 € R. Tn tal caso la ts è che esiste un intorno destra 0 
sinistro, a seconda che i limito sia destro 0 sinistro, tao che f si dom (f) intersceto questo 
atomo ha 0 stesso sogno del limite. 


H) Sera e dom(f) e J è continua in ro com (74) > 0 oppure fra) < 0, allora f ha lo steso 
seg cli (£o) in un intomo di sy intesecato dom). Inti, se 2, è un punto isolato di 
dom (f), alora è ovvio, perché esisto un intorno 1{7<) dir che contiene fra; punti i dom(}] 

tra] ela 


solo zy, Se invece zo è un punto di accumulazione per dom(f), alora lim f(7 
tesi scende dal teorema procedente. s 


11 Teorema della permanenza el segno non dice nulla nel caso in cui f= 
può euccedere qualungue cosa. 


Tnt, in tai caso 


(8.5) Corollario Siano f : dom(S) + R e ra ERU{S00} un punto di accumulazione per 
domi$). Supponiamo che 


2) esista lim {(G]=1 ER; 
8) esista un intorno 1(23) di ru tale che j{r} > 0 (alternativamente fr) < 0) per ogni 
2 (dom(f)M (1) {xs} 


Altora 10 (alternativamente! < 0) 


Dimostrazione. Comsideriemo il caso in cui /{e} 2 0 per ogni e © (dom{J) N ICm)) \ {ro} 
(analogamente se (2) < 0) 

Per assurdo supponiamo che l < 0. Allora per il Teorema della permanenza del segno esiste 
‘un intorno rg) di n tale che f(#) < 0 per ogni x € (dom(y) {ra} \ {rs}. Quindi per ogni 
2 (dom(1)N 120) NI" 2g])\ {rg} i ha che D £ f(7) <D: assurdo 1 
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(3.0) Osservazione Se f(2) > 0 oppure f(x) <0, non è possibile concludere che {> 0 oppure 
1< 0. Infatti, per ccempio la funzione /(c) = e" > 0 per ogni €R ma_lim f{2) = 070. 


3.2. Algebra delle funzioni continue 


(87) Teorema | Siano f : dom(S) + Re g : dum(o) — R due fnzioni continue in 
20 € dom(f) N dom(s) 
Altora si ha che 


@) f+9 è fa sono continue în zo 
8) se Sv) FO, allora è continua în sy; 


) se (x) #0, allorad è continua in sy 


Dimostrazione. 
) Consideriamo inizialmente la funzione f +. Sta e > 0, Si ha che 


317) intorno di ru: Va € dom{f) cons € 133) 
8 ha che |#(x) — F{1a]1< 


4 continue in ta 


31 ra) intomo di ro; Va € dom (s) con 7 € lire) 
Ù di di ha che lo(5)— also) < 


Consideriamo 1x9) = 123) ag). Pe l'Osservazione (1.5) è un intemo di 2, Allrs per 
gni x € dom(f) 1 dom{g) con x € I" 


(Iata) (alzo) =| (1 


(GRESIE 


= ME) ft] + oto) 
Quindi {+9 è continua ins 
Consideriamo ora la funzione fg. Sia e > 0. Poiché {e 9 sono continue 


della limitatezza locale (ordi Oseervszione (32)) rsistono M > 0 e un intorno 1(74) di 2, tali 
che 


oe peri Teorema 


vee dom(f) dom 9) Mx]: IMC) I lola SA 


Inoltre 


3a) intorno di sy Ve € dom (f) cms e Lin) 
£ consinuaie n 


si ha che |f(2) — fl) < 7 
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BFC) intomo di VE E dom (o) em a e ln) 
a continain sy —> 


sha che ole) — also) < 27 


Consideriamo 123) = (39) (ca) N1"(o9). Per l'Osservazione (1.5) è un intorno di 


Per ogni € dom(f) 0 dom (9) con £ € [tz] si ba che 


FEDI - Meat] = (ALE Hat) (ale) — Leda] 


SIMO) — fallo + lola) = aleaiftea <7 


Quindi f9 è consinua in 1 
5) Sia e > 0. Essendo f{zo) # 0 vi ha che f(£,) > O oppure f{zo) < 0. Consideriamo il caso 


40) > 0 (analogamente se J{2,) < 0}). Poiché è continua im my per il punto a) snche la 
fazione 4: dom (7) > R defuita da his) = f{z) - 3/(2v) è continua in 2,. Inoltre 


hrs 


sa 
(ORE) 


Per il Teorema della permanenza del sogno (vedi Osservazione (3.4}} esito un intomo 1{z,} 
di tale che 


ve edom()N Md: Ma)>0 
Quindi 

Veedom (MAI: 1 > 10) 
Se gue che 

vieta): FT 
inoltro 


3 Cra) tomo di sy VE € dom ()) cn sein 


PRIORI si ha che |f{9) — fl] t/°7a 


Consideriamo x) = 1(x;)N Fra). Per l'Osservazione (1.5) è un intorno di ro 


Per ogni x € dom(f) cons € [zy) si ha che 


a i e TSE 
lea fore |P Vea FIT 
“pigro sp 


Quindi è consinua in x, 


@) Rsento £ = 7-3, segue immediatamente da a) © 8) 
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(8.8) Esempio In vità di queste prapretà, semo continuo, su lara domini, le seguenti funzioni 


1) razionali intese, cià i polinomi GER + AAT + E dg 0 gi ER 
nen 
— ES in 


2) razionali fatt, cioè quozionti di duo polinomi con denominatore non costante f(x) » LE 
particolare gir) 


è continue) 


91) 


(8.9) Teorema Siano f* dom(1) + R e 9: dom (9) + R due fanzioni e 2, € dom(f) tali 
che f(2,) € dum (9). Sapponiamo che } sia continua im 20 e 9 sia contorna in /(r), 
Altora 9 $ è continua in 1, 


(eo). 


Dimostrazione, Consideriamo un intomo I(alf(1)}) di (92 (1a 


BI A(Rg)) tntommo di f(sy) VE dom (g) 


a continua in f(1y) 


con y € I{f(7a]) si ha che sly) € /(0(f(x3}}) 


31 {r9) intorno di my Va € dom(/) 
Ha) si ho che (2) € (fra) 


frontinnaina — 


Combinando queste due afermazioni si ha che preso un intomo 1{9{f(2:}}) di 9(/(2,) essre un 
intorno Im} di 2, tate che per ogni x € dom{y0 J) € dom{f) con £ È Tira] si ha che (9) € 
doma) 1 I(/(1)) © quindi s(}(2)) € 1(0(f(71)), Ne segue che 9 f è continua in zo ® 


(8.10) Esempio ln vità di questa proprietà, sono continue, sui loro domini, le seguenti funzioni 


1) isvazionali intere, cioè ratici di polinomi f(x) = gPTr), n eN,n>2; 


(En neNn>2 


ct di razionali tte f{9) = [EE 


Iarazionali fatte, cioè 


) composizioni, anche ripetute, delle fanzioni elementari di alto fanzioni continue, Ad cem 
pio: S6E) gior PIF), com P polinomio, Ale) ones 
finzioni continue, In particolare Sono continue le funzioni sin, cos tan, cotanta e le loro 
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3.3. Algebra dei limiti 


(8.11) Teorema | Siano A CR non quoto, f,9 1A > R due funzioni ey € RU{#00} un 
punto di accumulazione per A. Supponiamo che eristeno 


Hm fl =&,  Mmal)=L,  hheR 
Alora si ha che 


© bm(f+ ol) tt n fot 


1 
) sel, #0, alra lim DL 
8) sel #0, allro lin Ia 


sai 
€ ser #0, attra tn LEI 


Dimostrazione. È analoga a quella del Tecreme (3.7) (por esercizio). a 


(312) Osservazione: Quest teorema assi che il fimite della somma è la somma dci miti, sl 
limite del prodotto è il prodotto dei liti SE ESISTONO FINITI. Inoltrefl limite del quoziente 
è il quoziente dei limiti SE ESISTONO FINITI E IL LIMITE DEL DENOMINATORE 


NON È ZERO. 
Quoste proprieta valgono anche per i Yimit steal. 


(8.13) Teorema _ Siano A © R non vuoto, f,9 1 A > R due funzioni e.r9 € RU {Loc} um 
punto di accumulazione per A. 
Allora volgono é seguenti fatt 


s) 


0) se im f(#) = TER e Him ole) = 00, allora fim (flo) 


8) se tim fla) 


CR e lia slo) = 00, allora im (F19)+0(0)] 


tim oi) = -00, allora Jim (f(r) + 0(2)) 


lim gta 


im (6) = = allea Jim (16) +00) 
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= CR, 13.0 e lim o(r) = +00, allora lm f(elo(a) = +00; 


€R1> 02 mole 


0, allora tm Jo] 


Rig) (rr =) ter 9 LI 


), 150, Jim ale 


d ee site terna (60) dis tl 
che g ha semo costente su (AN I{xy)) \ {zo}, ellera lim pol =+50 oppure co. 


290 


Dimostrazione. Dimostamo eco il to 0), Gli alti sono un'immediata conseguenza della 
ito di ite (ue ei) 
Conamiuzo fiv i cl > D (aalogumento se È < 0 oppio i = 4e0 0 = = 
Suppaniamoche 9 da potiva in (AN(50)\ {3 fndogamento sè negati), Diostizo ce 
to 
ale) 
sche 


Hr) =1> 0, allora este un intomo l'{x) di ro tale che f{r) > £ per ogni 


26 (ANI) {eg DI conseguenza 8 > 0 per ogni x € (AN Mx) MF231) {x} 
Sia a ER. Sea <0, allora per ogni £ € (AN4(5,)P1))\{s} i ba che 42 >. 
Se a > 0, polché im (e) = 0 e (5) > 0 per ogni 2 € (AM Ico) Ps) Cles ie un 


intorno 1"(zo) tale che per ogni x € (A 1 {(ra} © I'{ra) N I"Cre]} \ ra} «i ha che 


fat di 1 
ecs <a n? 1 da)” 
a) 
uti im LEI ico 
Quindi Mn 7 


Queste proprieta valgono anche peri limiti laterali 


(8,14) Osservazione Questo teorema stalilisce quanto vale mite della somma fensi a) - d), 
cel prodotto (casi) — 3}) © del quoziente (casi 4}, )) nel caso n cui i LIMITI ESISTANO e si 
ovino nelle condizioni indicate. 

11 caso più particolare è sicuramente l'ultimo, ossa quello del mite della funzione £ quando f 
tendo ad un numero reale 0 oppure +00 0 00 e g tende a sero. In questo caso è cufficiento 
l'ipotesi che esta un intorno I(zy) tale che g abbia segno costante su (AN (5) \ {r,} affinché 
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di ta Al ca e pe a o dipende que de 
SEI epici di co dpi pio 

Sai Roe ice nd ig e 60 iz le ch gaia ge o 
sqrt CA at i LI noe ve 

et pnt oa i 1] i oto an di A a i pt 
2a (ANO) Vi Alta er n quasto 0) is saesao it 
TE (ANI (20) N P(19)) za}, allora. 


Ha, fpiame seed ao 
Aa) * Tia segno opposto dit se g(o) <0. 


Quindi £ cambia segno in (AN (14) 1124) \{z1}, Ne segue che il limite lim = oi at. 
Pertanto l'ipotesi che esta un intorno Fo) tale che 3 abbia sempre 1 ateo segno in (AN 


1(73)) \{} è necessaria e suficiento. 


(3.15) Osservazione: Questo teorema non eseurisc tutti casi possibili Infeti, 


somma: Mm /(] = +00, Mmate)= 00 > Mm(f) +e) 


prodotto: Mm fe) =D, Mm ale)= «oo <ne = Jp fla}a2) 


m/f 


quoziente 


oa, =o0, lm oto) 


Quosti limiti vengono detti forme indeterminat 
è determinato a priori. Sono indicati coni seguenri 


perché in oguno dei quattro cas il limite non 
saba 


Bl 

ki 

In ciascuno di questi casì, possono presentarsi varie situazioni, Ad esempio, se f(r) = re alr)= 
Ts a com a € R allora 


comma: [90 od, prodotto: [0-vo], quoziente { 


tim Sl 


tima = +00 


adi 
Lim (112) + (2) E" im (e 


Altro forme indeterminate cono quelle esponenziali (vedi pag. 184), 
Chistummente i Teoresi (11) e (3.13) non si applicano se almeno uno dei limiti non 
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(3.10) Osservazione. Nel Teorema (3.13) NON SI DICE (€ NON È SCRITTO) che 


eoeventemente con quanto affermato a pag. 23. Alcuni autori riportano queste critture esclusiva. 
mente sd uso 1memonico, cio al Ame di aiutare 1 lettori a ricordere in modo semplice 31 risulta 
del limite. Noi mon le useremo MAT 


Siamo intersati al calslo di limiti che sono forme indeterminato dei quattro tipi sin ora 
introdotti [no — cc, 0- cu), [8], 3h] e di limiti che sono forme indeterminate a causa della non 
esistenza del limite dì uno deg addemdio dei fattori 

Per procedere alla determinazione di questi mitici avvarremo di teciche aleebriche edi altre 
propre a che studiereo nel corso di questo capitolo. 


3.4. Forme indeterminate di tipo algebrico 


Consideriamo inizielmente il caso dei limiti all'insnito di un polinomi. In generale sono forme 
indeterminate del tipo po — oc) 


(8,17) Teorema Sia P{r)= 0,3 
n> 1 Allora 


aetol4 sod axe + ag an palinomio di grado n € N 


+00 sea, >0enè puri 


sea 30 noo sea 30 en è dispari 
tim PG) È 2 
sean co, 0 sea, c0en è puri 


+00 sea, <0enè dispari 


Dimostrazione, Poiché P(r) ha grado n, si ba che a, #0, Allore 


lim PI) = 


2 sa>0 
per il Teema (3.19) { hi 
so sea 0. 


Analogamente 
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{ 


Aim PG)= im (et aiett+ carta) 


sO0 adlpari pati plz 
peril Teorema (3.13) 
00 ma dente pari 
00 ma >0ent dispari 
oo sa, <0enè pari 


Soa sa, <0enè dispari. 


Quindi bimit all'infinito di un pelinontio non costante dipendono esclusivamente dal termine 
di rato massimo e ono +20 oppure 50. È quindi suficiente determinare a cose tendo i termine 
di grado massimo. 


(3.18) Esempio 


1) pin (creta 25+ 10) = 


2 ap(i-see ne) {E 


20 + srt dra) { 7 


Consideriamo oral csso dei limiti all'infinito di une funzione zionale fatta. Sb il numerata 
non è un polinomio costante, sono forme indeterminate del tipo [=] 
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(8.19) Teorema Simo P(s)= a: 


+tarnta e 0(5) n 
— dar > ky due palimomi di grado ni © mi rispettivamente; mm € N, m > 1. Allora 


0 sencm, 


400 sen>m,n-méparie @>0 
00 sen, n-m è disparte de >0 


oo seno im, n-m è parie a < 0 


400 senò m, n= m è disporie a <0 


0 sencm 


Dimostrazione, Poiché P(x) ha grado n e Q{r} ha grado m si ha che a,,hn # 0. Allora 


Pl) 


ager bag aen did urta 
Mo in ti tante 


n ge 


int pFheth 


procsdendo come nella dimostrazione del teorema precedente 


agi 14 Sid 
Si id 
I 


Quindi 1 tini dipende elusivamente dal mite del quoziente de termini di grado massimo di P 
#Q. Poiché 


+00 san>me eso 


aut |-20 senomezzo 


0 encm 


applicando! Teorema (3.15) si ha a tsì_ In modo del tuta analogosi prova l'altra serrzione (per 
esercizio). 
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Quindi limiti alliniito di una funzionerazionale fatta dipendono seluivamente dî termine 
di grado massimo di mumeratore e denominstore. In particolare 


grado num. < grado den — Timite=0, 


grado num = grado den — Tmite 


quoziente termini di rado mascimo, 
grado num. > grado den. => Timite = no oppure se. 
fà quindi sufficiente confrontare i gradi dei due polinomi e, se il grado del numeratore è maggiore del 
denomiatore, determinare a cosa tendono i termini di grado mastio e fare 1 quosionte dei segni. 
(3.20) Esempio 


2ocantsenti [+0 
runs 


him =etat+9 
ferro 


"ni 


Inte consideriamo le forme indeterminate [2] di ipo razionale 


(821) Teorema | Siano P(x) è Qls) due polinami e 20 € R. Supponiamo che P(2) 


(8 — sa) RIE) è Gia) = (e — 20)" Slo), con nin € N, mm > I, Ris) è SI) polinomi tali 
che Rima), Seo) # 0. Allora 


paz Genta A) tico sencmm-népori chi 
Lan) = Gase) Rai pari e fi 


oo sen cm, mm è pori e Asl <0 


2° sencmemon è dupar. 


Dimostrazione. Se n > n, allora 


Sen = mi, allora 


rim PED Lim ESSERI Lp RE) 
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Sem < im allora 


rin ESSA _ i REI 


Posché Est € R n BE22 7 0, l limite dipende esclusivamente de 


Image 
Poiché (0 = 2) 0, pei Tee (319) caso (e 'Omervazione (3.1), questo limite cite 
se os (E a)" ego tante nu into di, cino o, Quiete se e ol 
ti = pari e i tal caso 


o 
Priché S(5}(e —2o)9-* cambia sogno in ogni intorno d za, per l'Omavazione (14) anchil lite 


lim ser non esiste. Quindize m = n è dispari, non esiste lim DL a 
33 Quindi è tip amp. 


Pr aiolre lito di in quote di polini che si rovente el ori dorata 
di deve quindi proce nl sega nio ‘i 


1) si compongono i polinomi in fattori in modo da eidenziare i fattori {7-7} che famo tendere 
# polinomi a 0 per 7 —» i 


2) si semplificano i fattori (1 — 
3) di guarda dove è eventualmente rimasto il fattore (2 — 


a mumerstore —> Limite 


non rimane —> si calcola il limite, 
a denominatore con esponente pari => limite = +90 oppum -20, 
timite nn siste 


a denominatore con esponente dispari 
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(3:22) Esempio 


Lerro! 


2421 


uf Fzziati 


92374: fig ed 
E eni 


dpi SETE 
)iszan iaia 


ti — PT ASET6 n I 3) 


tran aan SA sr 


3.5 Teoremi del confronto 


(8-23) Teorema | Siano AC R non vuoto, f1g ! A + Re 29 € RU {too} un punto 
di accumulazione per A. Supponiamo che esita un intorno I(zi) di za tale che per ogni 
2 E(AN I(0)) \ {23} si abbia f{0) < al?) 

Alora valgono i seguenti fatt: 


@ se im (7) = +00, ellra lim sla) = +00, 


8) de tim o(2) = —00, allora lita f(2) = —co. 


Dimostrazione. 
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2) Pokhé Jim /(6] = 400, pe definizane di Bini +20 si ha che per ognl a € R ite un 
ace Fi) di n ile che paragni e € Ac 2 € PG 27 2 db chef) > 
Consi ls) = (6) Ps). Pe TOmesazione (15) è ancor unito di 2 


Allora per ogni € A cons E I"(za), 2 2, si ha che 


ia) 


da) 


Quindi lim (7 


8) Sì procede in. modo analogo al caso a) per esercizio) 


(8:24) Osservazione 
0) Vale anche per limiti laterali se 2) € R. Tn tal caso l'ipotesi è che esista un intormo detto 0 
sinistro di x în cui f{e} < 9(2); la tesi riguarda rispettivamento il limito desto 0 sinistro 


8) 1 teorema afferma che se uma funzione è minore di un altra in un intorno di o, el 70, © 
se quella minore tende a +06 per 5 che tende a x, allora anche quella maggiore tende a —v0 
per 2 che tende a 25; se quella maggiore tele a —no per x che tende a zy, llora anche quella 
minore tende a —00 per che tende a 
Non vale in generale o quella minore o quelli maggiore tendono rispettivamente ad un valore 
diverso dla +90 e —90. 


(3:25) Teorema (Primo teorema del confronto) Siano A © R non oto, fig: 4+R 
C24 ERU{#00} un punto di accumulazione per A. Sepponioma che 


0) esitano lim f(e) = 1 e lim ale) = m, con lim E RÙ (100) 
8) sit n ntrno lm] dis ale che per omni € (ANI) 1} ni abia (6) < 0) 


Altora 


Dimostrazione, Se È = -s0 oppure m = co, allora è ovrio fvedi Definizione (2.16) del 
Capitolo 1) 

Se l = 50, allora per il teorema precedente m = +50 @ i ha la tì, Se n 
il teorema precedente Î = —0 € si ha la tes. 

Consideriamo infine caso in cui l,m € R. Sia + A + R 1a funzioneh(=) = /(x)-9(5). Poiché 
perogni x E {AN (1,)}\ (ru) i ha che f(7) < 0(2), allora (e) < O per ogni € (AN(73}}\ {x}. 
Inoltre, per il Teoreza (3.11) si ba che 


00, allora per 


dim AG) = dim (119) 0) 


Pen il Corollario (3.5) ne segue chief — m<D, cioe < m. = 


(3:26) Osservazione 
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2) Vale anche per} Tit Iaterali be 2, € R. Tn tal caso l'ipotesi è che esista un intorno destto o 
sinistro di, in cui f{e) < 9(7); la tei riguarda rispettivamento il limite desto 0 sinistro. 


1) 11 Primo teorema del confonto stabilisce che 50 esistono i Limiti di due funzioni per x che 

tende a 2 e una delledue è minore 0 uguale dell'alta in us intarno di 7 seluso 9 ora 
anche liti stanno nella stesa disuguaglianza. Se almeno uno dei limiti mon esist, alle 
cesto teorema non sì può applica. Ad esempio, se consideriamo le funzioni J(#) = 1 e 
(e) = s&n(), alora per ogni x £ R at ha che (2) < g(2), lm f(7) = —1 ma Timatx) non 


(3:27) Teorema | (Seconda teorema del confronto) Siano A CR non vuoto, /,9,h 
A4R ez ERI {L00) un punto di arcumulazione per A. Supponiamo che 


@) esistono lim fo) 


lim he) =LeR 


8) esiste um intorno I(ry) di ro bale che per omni x € (AN I(x)} \ {ro} st abbia JU 
ola) <hiz) 


Altora Tim ole) =L 


Dimostrazione. Proviamo che lim g(r) =. Sia c> 0, Si ha che 


TENENENI 


ice 


ST 7) intomo dim WEA 


int) 


si ha chef) 


In particolare per ogni x € (4 1{50}}\{x} i ha che f{e} > e 


3125) intamo di, WETA, 


TCSINESI 


di ha hehe) = {1 < e. 


dino ha) 


In particolare per ogni x € (A n 1"frq}}\ {ra} si ba che (a) < 1+e 
Consideriamo 124) = (2a) N14) NL%{2%), Pe l'Osservazione (1.5) è ancora un intorno di 
23. Allora per ogni 2 € A con 2 € 12), 2 # zo si ha che 


RSICETTOEIIORIETI 


cioè lo(#)— I] < e. Quindi lim o(r) 


11 Secondo teorema del confonto è anche detto Teorema dei due carabinieri, 
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(8:25) Osservazione 


9) Valo anche per è limiti laterali se 7, € R_ In tal cas l'ipotee è che cesta un intorno detto 
d initro di sa in eu (7) < (2) < h(3); la tdi riguarda rispettivamente il limite destra 0 
sinistro. 


1) 11 Secondotecremsa del confronto stabilisce che se una funzione è compresa fa 
interno di yy escluso 1, © s© le funzioni che la delimitano hanno lo steso limit finita, allora 
anche questa funzione ha lo stesso limi. 


re duein un 


9) A diffrenza del Primo teorema del confronto, ne secondo si chiede che il limito sia Sito, 
cioè un numero reale. Sì fa noture che il csso { = +00 oppure! = -0c è contemplato nel 
Teorema (5.23), nel quale c'è soto una delle due funzioni Uimitarici,esend l'altra superttuo. 


(8:20) Osservazione Siano £ «dom(/7) + Rune funzione par (oppure disp 
accumalazine per dom), Alora si ha che 


) e 0 un punto di 


Sua => im Sl) = lm Mi; 


Faipari => lim Sl) =— lim f(e] 


Dimostrazione. Per mercio. 


(3-30) Esempio: (Limite notevole del seno) Sî ba che 
63) ten Mt a 

Questo limite è una forma indeterminata S]. Osserviamo che Ta funzione J{r) = 422 è puri. 
tnt, dom F) = (-06,0)1 (0,420) è simmitrico rispetto @ D e per ogni O ha chi 


rina) _ ene 


sa 
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Quindi per l'evasione pecdent è uficete clelare ti SIE 
Considero £ > 0 e poiché  -> 0 pomizmo mppani io 0% < 3. 
Consideriamo settare cicale CAP, dove (1,0), P(coz,sn2), è i triangolo 0A, dove 


Qli,tan 2), Si serva che l'arca di OAP è minore di quella di 0AQ. Poiché 


si ottime 


Wee(05): ene ci 


Poiché le funzioni (1) = cos e h(r) = 1 sono continuo, si ha che 


intrt 

ei 
2) tm TESE } (Limite notevole del coseno) 
intatti 


corro, Bo css 14eser costs 1 


Ci sù a Tyeosr ss #1 130065 
smrsine 11 
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(8:33) Esercizio. Utilissondo l'algebra del limiti e limiti notevoli di seno e coseno, provare che 


(8.34) Esempio Si ha che 
639) 


Questo fimito è senato ua forma indeterminata, in quanto 3 numeratore sim non ha limite 
perr > +00 07) no 
Consideriamo il limite 
tito Si0E, 


Poiché |sinsî <1, e ha che -1 < sins < 1 perogni 7 ER. Dividendo per 1 > 0 si ha che 


1_ane 


ud: - 


navi. ( 


) 0, perì Secondo teorema del consunto si ha che 


tn modo analogo si dimostra che tim E 


0 fper serio) 


(3:36) Esercizio. Utilizzando il Secondo teorema del confronto provare che 


(37) Lemma Sino f :dom(f) +R e ra € RU {+00} un punto di accumulazione per 
dom(/), Allora 


ipi@=o «> iml/a=o 


Dimostrazione. È un'immediata conseguenza della definizione di limite (per era). « 


(3.35) Osservazione 


2) Vate anche peri limiti laterali 
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5) Non vale se il limite è diverso da 0. Pit preessamente valgono i seguenti ftt 


th) fm Sa) = PeR 140 ITS 


+ 


ty) Him S(e] = =co oppure =20 = lim f0)I 


Pi 


Dimostrazione, Per esercizio (suggerimento: per dimostrare b,} procedere in modo simile alla 
dimostrazione dela continuità della funzione (5) = |r| (vedi pag, 139)).® 


(3:39) Corollario Siano AC R non vuoto, f,9 : A + R e25 € RU{#00} un punto di 


accumulazione per A. Supponiomo che 
) esista un informe 14) di o dale che J sio limitata su (AN Ito) \ {ms} 


8) Emoto] 


Alora tim, S{e}a(2) 


Dimostrazione. Peri] lemma preeente è sufficiente povaro che tm |}{z}olo}| =0 
Poiché { è Imitata mu (A 0 (x) \ en, este 3 > 0 tale GC |M(e]] < AT pero 
CANI) A en). Quindi pr ogni € (A Iro}) {rs} si ha che 


0 < falla] = |A llate)|< Ariete] 


© quindi per il Teciema (3.11) segue che 


Per il lemma precedente si ha che tim |o(e)| 
î Per i Secondo 


Lim Moto) 
teorema de conftonto i ottiene che 


Poiché la funzione costante è continua si ha che lim 0 


Lim |f{2}o(2)|=0. 


(3.40) Osservazione 
9) Valo anche per limiti laterali co 1, € R. In tal caso l'ipotesi è che esista un intorno destro 0 
init di, tale che Y è limitata in questo intomo e l limite destro 0 sinistro di 9 sia nullo; 

1a tì riguarda ripetivamente limite deatro 0 sinistro di fa 


8) So £ è Iitata n un intorno di x, escluso, 0 g{r) — {O per £ > ry allora non è vero 
sa generale che f(7}9(7) +. Infatti 1 limite di 5 potebbe anche non esistere, 


ur 5. ancelotti, Lesioni di Analisi Matematica I 


(841) Esempio 


1) Sì ha che itmzain L=. 


Quo it è a init nt fi È a i pe i 


e o (ec 


Osservo che lim = 0 e che la funzione (7) = sin 2 è limitata so R {0}, sendo 


Wal 


mici 
1 
Quindi per) corollario precedente si ha che im ini = 0 
2) Sì ha che im s(2+ sins) = doo 
Questi limiti ono formo indeterminato, dato che_ lim sin e non cite 


Consideriamo inizialmente  — +0. Poiché | sin] < 1, si ba che -1 < sine < 1 per ogni 
seR Quindi 


icsnedi —> 1624sn5<3 n 2024 ana) <a 


In particolate x < {2 + sine) per ogni x > 0. Poiché x -» +00, perl Teorema (323) «i ha 
dhe 


lim {2 + sia) = +0, 


Consideriamo ora x -> oc. Come in precedenza ci ha che -1 < sins < 1 perognis € R 


Quindi 
issnesi —> 152+anr ECETHET 

n particolare e(2 + sin 2) < x per ogni x < 0. Poiché x —) —00, perl Teorema (3.23) si ha 

che 


lim sit sin) = co 


5) Se invece consideriamo fm x(1-+sîn 2), allora questa teenica non porta ad alcun risultato 


Infatti, per 7 —» +00, cSme In precedenza, sî ha che -1 < sins <1 perogni re R. Quindi 


nes] —> OSI+ane<2 —> O<all+sine) <2e 
î 


[en] 


tn queto caso la funzione (7) = 0 —> © mentre la finzione Al) = 27 -» +00 pers + +00 


Quindi nessuno dei teoremi sin qui etudiati st può applicaro. Dobbiamo cambiare strategia 
ro eventuate valore. 


per determinare se quei liti esistono e. 
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Per esercizio provare che lim (1 = sins) non esiste (suggerimento: si proceda come nella 


dimostrazione che 7 lim fin 7) 


3.6. Limiti delle funzioni monotone 


(3-42) Teorema | Siena f < dom(f) + R una funzione monotona e xy € Run punto di 
actumalazione per dom (1) N (ro +00) 
Alora esiste Nim f(2) e si ha che 


MnEf/lm): re dom(f), > n} sef è crescente 
sn [0 } 
ili supff(): redom(f), 7> ro) sef è decrescente 


Se 2g è n punto di occumudazione per da (1) (00,25), alora esite Tra (6) è si da che 


pe 26 dom(f), 1 cs} sef è crescente 
tim Slo)= 


MnffMlm): re dom(f), ecm} sef è derescnte 


Tralaaciamo la dimostrazione. 


L'oscnte 


i 


rai] A 


z i 
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deere 


î A 


(8.43) Osservazione Questa proprieta vale anche se in luogo di x -) xj si ha x > —oo ese in 
luogo dix + 25 si ha x > =00. 

So gli insiemi di esî è indicato linf fisp. il sup) sono illimitati inferiormente (risp. supe 
riormente] allora sappiamo (vedi pag, 32) che questo eetremo non esiste rd in tal caso scriviamo 
inff...} = —00 (isp. sup(...) = —90). Ne segue che in tal caso i limite di f{r} è oo (risp. +00) 
ce è un concetto ben definito, mentre quella si inf © sup è solo una notazione. Ne deduciamo che 
questa notazione non è contraddittoria e ha 1 pregio di dave completezza all'enunciato di questo 


3.7. Limiti delle funzioni composte 


Noi paragrai preootenti biamo studiata lslgebra dell fazioni continue e quella de Him. Per 
questi ultimi ci sizzo occupati della somma, del prodotto e del quoziente. Resta da anaizare 
ita sscerde nel cas della composizione, Come vedremo la situazione è meno ovvia del previsto, a 
iferenta di quello che succede nella composizione di Sanzioni continue. 

Siano f: dom () RL a: dona) —» R due funzioni con ia (7) € dom(9), 49 € RU {420} 
un punto di accumelazione per dom () © 4, RU {‘00) un punto di aceumulazione per dom (5) 
Supponiamo che 

gica flo) = do Jato) =L 


Cosa possiamo dire di Tin (90 J)(:)? Più precisamente, si puo concludere che 


dai 


Detto in alti termini, possiamo porre y 


4), cioè cambisre variabile nel limito, 


quindi srivero 


dine Imola) E pote 
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Formalmente, cioè badando solo alle notazioni e non loro aigificst, questa pamaggio sembra 

dntocio © quindi coretto, ln ml la risposta a questa domanda è negativa, come mostre 3 

pros esi. 

(344) Esempio. Consideriamo le funzioni f,5:R — R definite da f{2) 
Sì ha che (90 /){x)= g1/(2)) = 500) =0 per ogniz € R Quindi 


fimfoo Sx) = lim at/(e}) = limo 


Con il cambiamento di variabile y = /[2) i ottiene 


fm (0) = lm a) mot) 
timo Dia) = mail) 3 mo 


sssurdo perché (9 £)(z] = 0 per ogni + R 

È lecito dotnandasi dove sia l'rsre, visto che formalmente tutto sembra cotetto. Ricordiamo 
che in base lla definizione di limit, dobbiamo valutare valor della funzione in un intorno dei punto 
& cui tendo la vartabil, escluso il punto stesso, Nel faro 3l cambiamento di yaiabilo g = f(x) = 0, è 
vero che tende a O per £ + O ma in realtà y è pe l'appuntosemmpre uguale a 0. Ne segue che quando 
consideriamo aly} non tiamo calcolando 9 nei punti “ici” a 0, bensì colo in, contravvenendo 
alla definizione di ite, 

Quindi, in baso a questo esempio, peri limiti non è compro possibile faro la ‘composizione 
cone per le funzioni continue. In alti tensini, non è sempre possibile fare il cambisnsento di 
varistle 

Ci poniamo allora la soguente questione: quando si po fare, cioè in quali ipotesi? Abbiamo 
due possibili sisuoste. 

Poiché la nozione di imita è locale, l'ipetesi im (#) € dom(s) non è restrittiva e gorantice di 
poter definite la funzione composta 9 0 f Inaltte questa assunzione comporta che dom{9 0 f) = 


dom) 


(3-45) Teorema | Siano f dom (1) + R; 9 dom (9) + R due funzioni con im (J) € dom[s) 
era E RU(L00) un punto di ccumulazione per dom (f). Supponiamo che valpono i seguenti 
pate 


vo ERU {400} è go dia um punto di accumulazione per domo) 


a) esita lim SG] 


8) seme R supponioma che ji € dom (9) è che g sia continua in u, con piu) = €R; 


€) sei = +00 oppure no, supponiamo che esista lim a(y) =! € RU {+0e} 


Altera 


Iimtoe NG) 


La dismoetrazione è simile a quella della composizione delle funzioni concime 
(Teorema ($.9)) e viene latciata per serio. n 
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Questo teorema vale anche per i limiti laterali se 9 € R 


(346) Esempio 


1) Catcolamo lis /STZ. porto 
ù soV 


di ba che 


(00 N) 


è q è continua in y; = 1. Allora per il teorema 


Osserviamo che lim f(5) = Lim 


precndente hi 


limo Mita) 


) Cateoliame bm TTF. Porte 


sie vt fio 


dita che 
VTFR = (pe ila) 


Osserviamo che 


tim /() 


tim (1459) 


Allora perì trema precedente 


18m (0° (0) 
i alti vermi nel lite si puo fare il seguente cambiamento di variabile 


tm vTTà lim vi= + 
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Questo teorema non ci permette di calcolare atcuni limit, quali a esempio 


tim log (sima), tim 


Infott, in questi cast la funzione “interna” nella composizione tende a 0 che non appartiene sl 
dosainio della funzione “etema”. Quindi non i può applicare il teosemsa precedente. Inoltre nel 


i i bonite della funzione “interna? apparsenga al dorrino di quella “esterna”, i teorema 
precedonte chico che quost'ultime sia continuo in tale punto, ipotesi che non sempre è soddisfa 
nelle applicazioni. Per ovviare alle limitazioni di questo teorema, consideriamo il seguente risultaso 


(3.47) Teorema Siano f : dom (7) > R, 9: dom (9) + R due funzioni con im (J) € dom{o) 
€23 ERU(+50) um punto di accumulazione per dom (/). Sepponemo che volgono i seguenti 
fatt 


) esista lim f(7) = us ERU (#00) e i sia un punto di accumulazione per dom(s) 


LeRU{ioo}; 


4) esta tm 
0) esista um intorno (o) di tale che 16) #16 pr gni € (doma (1)N1(59) {e} 


Altera 


Jimlro Dia) 


Dimostrazione. Se gi = +00 oppure -00, allora l'ipotesi e) è automaticamente verificata e la 
dimostrazione è analoga a qulla del Teovema (3.45) 
Consideriamo 49 © R. Sia 7(1) un intomo di li ha che 


Rn) Fstomo dig Ve € (om (g1 n Tia) \ (0) 
si ha che g(o) € 10). 


inoltre 


31/150) intorno di yi Va € (om (J) NI) Fo) 
i ha che f(0) € Ivo} 


er l'ipotesi e) esiste un intorno /(5y) di 1 tale che f(7) # se per ogni € (dom (})N1(z,}} {rx} 

Allora si ba che per ogni x € dom(f) = dom(99 f) con 7 € (rs) 19) © 2 4 #0 si ad 
10) € Isa) {9} 4 a cioè (2) € (dom (9) 11(4:)) \{); di concoguenza (90 ){2) = o(/(}} € 
10. Pertanto 


Him (90 (e) = 


(3.48) Osservazione 
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0) Vale anche per limiti laterali se 2) € R. Tn tal caso l'ipotesi c) riguarda un intorno destro o 
sinistro di o, a soconda che i limito sla destro 0 snietro 


8) Se vo = +50 oppure oe allora ipotesi e) è automaticamente verificata © questo teorema 
coincide con il Teorensa (3.45) 


) L'ipotesi ) del Teorema (3.47) è cruciale per poter fare 31 cambiamento di variabile nel caso 
in cui o sa reale ma non appartenga al doncinio della fusione “estema’ oppure nel caso 
ta cui lo Funzione “esterna” mon sia continua in yy € R. Osserviamo che questa ipotesi non 


è venificata nell'esempio intodiuttivo a questo angomento, rioè nel caso in eui f(7) = 0 © 
9(9)= lsgalo)l ez +0. 


4 L'ipotesi e) del Teorema (3.47) è superfiua sog è continua in y,. Quindi il Toorema (3.47) 
non è una generalizzazione del Teorema (3.15) 


(3.49) Esempio 
1) Calcoliamo lim log (sin), Posto 


slu)= logs, Ha) 


diba che 
logtanz)= (00 fl. 


Osserviamo che tim f(x) lim sinz=0, S{e) = ainr > 060 < e < le 
tim 90) oo. Te particolare {(1) #0 per ogni € (0,1) quindi è verificata 


Îipoteai c) del iorema precedente. Allora per il teresa precedente 


Ii (9 SI) = Jim lg ina) 


to alti serini nel limite i uo fare seguente cambiamento di variabile 


Sim log (na) 


ana 


2) Calcoliamo lim SÉ. Posto 


= Nar 
at san 


di bache 


SZ gent) 
Osserviamo che lim f(x) = lim 2 0 e limaolo) = lim SIE 1. Inoltre f(r) 3 0 per ogni 


2 #0 e quindià verificata l'ipotesi ) del ierema precedente. Allora perl teema precedente 


dina 


mo e 02) = tim ES 
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tale termini nel limite si puo fare il seguente cambiamento di variabile: 


dita 
[7 


(8.50) Proposizione Siano f + dom(f) + ® una funzione pari (oppure dispari) è 1) € 
RU {00} un punto di accumulazione per om (f). Allora si ho che 


fpai >> lim 


10) = ia fa); 


Salari => tm /0) 


— tim 0) 


Dimostrazione. Per ssercizio (suggerimento: utilizzare teoremi precedenti su limiti delle funzioni 
composto). 


Siamervi che se J è simmetrica (cioè pai 0 dispari), allora 7, è di accumulazione per dom(1} 
sec solo se anche sy è un punto di accumulazione per domi/). 

Questa proposizione generalizza l'Oservazione (3:29). In entrambi questi enunciati st intende 
che eni limiti esistono, allora valgono queste relazioni di uguaglianza; altrimenti co non ne esiste 
uno, allora non esiste neppure l'alto 


3.8. Limiti notevoli 


Con il termine limiti noteveli i intendono alcuni Tit che sano forme indeterminate e che è bene 
conoscere e impararo a memori, în quanto risulta piuttosto elaborato il procedimento per la loro 
detorminazione. Inolte questi limisi sono molto utili nelle applicazioni 

Abbiamo già incentrato duo limiti notevoli, quelli che abbiamo donorninato del semo © del 


Pra 


otrambi questi miti ono forze indeterminae [3] 


Prima di elencare gli tri limiti notevoli, i 
ciale 


rica le forme indeterminata di tipo ceponen- 
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(3.51) Definizione Siano A © R non suoto, f,9: A + R due fuxzionicon {{e) > 0 per 
ogni x € A ez, ERU{ +90) un punto di accumulazione per A 
Esendo f{r) > 0 per ogni 76 A, possismo «crivere 


Lita) 


Quindici ha che 


drl/(ale — de 


Diciamo che questo limite è una forma indeterminata di tipo esponenziale se i finite 
dell'emomento lim a(5} log f(2)] è una forma indeterminata [0-0]. Questa situazione si pv 
presentare solo în ire casi: 


1) quando /(r] + 10 lr) > +50 oppure =>. Tn tal caso il limite 1pn {f(x} è uma 


forma indeterminata [1%], 


2) quando f(2) > 0 e olz) — 0. In ta caso sì fimite lim[f(o} 4 è una forma 
indeterminata [0] 

8) quando J{3) + +90 e ole) — 0. tn ta caso il limite lim (/(] è una forma 
indeterminata [50] 


Per calcare questo lite, che sì trova in una delle forme indeterminate sopra elencate, si deve 
procedere nel soguente modo: 


2) si detemnina a parte i limite dell'esponente, cicè 
Lim oto)loslfla], 
che è sempre una forma indeterminata [oc] 


2) eupposto che questo limite esita, peri Tectrni (3.45) © (347) si ha che 


se Jim ola)log lf) = 1eR 
mm IPO = tim ei — devo e Lim (a) (o) =+00 


0 se fimolalloglf(a)) = 


(8:52) Osservazione 
2) Se la base /(r) = Lin tutto un intorno di ra escluso 24 allora il limite 


Ill) 


non è uno forma indeterminata [13]. Infatti in tal case 


dim ft 
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8) Sì osserva che ce lim (2) lg {9 


6 oppure 00 allora si ha che 


dita [F(2)}M) = <00 oppure 0, 


È ERRATO SCRIVERE, perché privo di significato, 
dm)! = lim set) TRARRE 


@) Se f(0) + De ala) - +00 oppure —50; illimite tz [f(2)] mon è une forma indeterminata. 
Inftt, citta la funzione in forma esponenziali ha che 


HE) = Lim sedi 


0 1 init dellesponente no è una forza indeserminta, essendo 


ETICI fi 


Quindi 
400 se g(e)log{}{2}] > 
0° segle)loglfia)] +20 


ARI) ct { 
ta l'a una piccola indeterminzione è, dato che i Tmite è +0 opp 
ta pe aelae questo Time, Viogn uo | pusagzi appena deci 


0. Per risoverla, 


In mod del tutto analogo si procede anche quenda {5} -» +00 e 9{2) -» +00 oppure -00. 


(8:59) Teorema Si ha che 


Tralaciamo la dimostrazione che non è per nulla banale. Questo limite è chiaramente una forma 
indeterminata [1°] ec è un mite notevele 


Conseguenze di questo limite: altri Timiti notevoli 


ner 


Forio, memo (142) = 1° 


Se a 0, alora è una forma Indeterminata [1]. Si ha che 


2 (nom è una forma indeterminata) 
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2 [ino 
di ua forma indeterminata 1%], Calcolandos] ite desto per x > O si ha che 
mora 3 
ETC 
falita) 
gi fer dnlico) 


Sì procede come in 1) e per a 4 O si utiliza 2) 


ta 
8 >, azi: lim 


È e fe indotta [1], Sin che 


log, (149) 
ti LC 


tn particolare per a 


Ma>o: tim © 


toga. 


Sca= 1 è ovvio. Infatti, 222 = 221 = 0 log 1 (non è una forma indeterminato) 


Se a 1, allora è una forma indeterminata (2), Si ho che 
a 1 
tim È = boga. 
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Th particolare per a = e i ha 


8 mer 


civio, Infatti, 22223 — GUSTI _ q (non è una forma indeterminata) 


Se a 0, allora è una forma indeterminata (3). Si ha che 


tim 


ti notevoli, elencano una erie di 


Concladiemo questa panoramica su 
son fre indeterziate del tipo [| oppure 0-0] di ipo nos algebrico 


Siano a> 1 ek> 0. Allora si ha che 


Ti 
tim PES 


1 primi duo sono fermo indeterminate [=], gli altri due cono forme indeterminato [0 cc) 


Sono tuti conseguenza del primo limite 


la cui dizcostazione è piuttosto articolata e la tralsciao. Da questo si ricava che 


tim Pi - ind 


tse 5. Lanccioti,_ Lesioni di Anal 


Siano) < e < 1 e E> 0. Allora i ha che 


te EE oo] [into] 


hm soc), 


1 primi duo sono forme indeterminato [= gli alti due sono forme indeterminato [Dc] 
Sì ricavano dai quattro limiti precadenti, ponendo 


Passando ai reciproci i primi due limiti diventano: 


ti 


Pie 


(8.54) Esercizio. Siano a, p > 0, con a 1. Dimostrare che 


tim SES 0, timetlogir=o. 


4 Confronto locale fra funzioni 


41 Infiniti e infinitesimi 


(4.1) Definizione | Siano f : dom($) + R e 19 € RU {#00} un punto di accumulazione 
per dom(7) 


Diciamo che f è un infnitesimo in, (a por 2 che tende a r,) se 


si 


Diciamo che { è un infinito in 7, {0 per 2 che tende a 23) se 


tim If) 
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Analoghe definizioni i inteaducono per # > 7}, se 2, ER. 
(42) Esempio 


1) Lo funzione f(x) = 5° com n € N, n 1, è un infnitesimo per e > 0 e un infinito per 


2) La funzione f(2) = È com n € N, n > 1, è un infinito per £ > 0 e un infiniesimo per 


8) La fumato è un infnitesimo per + > —c0 e un infinito pet 2 +50. 


ne {(2) 


4) La funzione f(x) = log= è un infinito per 3 + 0° e per 5 + +50, mentre è un infinitsimo 


perzo 1 


(43) Proposizione Siano f : dor(f) + Re 2, ERU{#00} un punto di accumulazione 
per dum [J). Supponiamo che J non sia identicamente nulle in omni intorno di 2, intrsecato 
dom[f) esclusozo 

Allora f è un infinitesimo ti se e solo se 3 è un infinito 1 1 


Dimostrazione. Per esercizio. n 

L'ipotesi “non identicamente nulla în ogmi intorno di my interseceto dom (7) escluso 25° 
equivale a dire che in ogni intorno 1(z,) di resiste £ dom(f), 27 ru, tale f(7) 7 0, cioè che ny 
è un punto di accumulazione per il desio di è. 


4.2. Simboli di Landau 
n questo paragiafo siamo interessati at introduste delle nozioni che ci permettano di confrontare 
localmente le funzioni, cioè n un intorno di un “punto" Poiché la nozione locale più generale che 
conosciamo è quella di limite, tute queste nozioni che intodurremo si baseranno su di reca, anzi 
nn saranno alto che un modo diverso di scrivere l'operazione di limite 

Introduciamo le nozioni per 1 limito, ma chiaramente si possono definire in modo anslogo anche 


per i limiti laterali 


Ri non vuoto, f,9: A + Remy € RU (100) un punto di 


(44) Definizione | Siero 
accumulazione per A. 
Diciamo che f è 0 piccolo di 3 per + che tende a 5, se 


ein tal caso scriviamo f = ls) pers > 0 0t5(2)) per rr zo) 
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Ividentemente la funzione g non è identicamente nulla i ogni intorno di 7, interscata con A 
escluso zo 
(45) Esempio 


1) Sì ha che 2 = ofz) per r + 0, mentre + = o(3%) per s —> oo, Infatti, 


o 
2) Sì ha che sin = o(/3) pers + 0 02 > +00. Infatti 
tima STE Lt o 


8) Si ha che 27 = o(z9) perz > +00 se 0 < p <q, mente 27 
(per esercizio) 


(0) per 2-4 0% sap > 9>0 


4) Sì ha che 3? —3r +2 = ole —3) per x — 2, mentre +— 
Inf, 


0(8? - 3242) per 3 > + 


(1,0) Osservazione 


29 a Pie) gole lf) pe 
ti LED i LED 00) LOD SO 
Se 


Î 


Quindi questa relazione denominata “o piccolo” è tranitiva. 


4) L'uguagiinna/ = (9) per — ra ci dice olo che tm I = 0. NON è un'guagiania 

di furto fra funzioni. Sta ad indicare una proprietà qualitativa di f rispetto a 9, al limite per 

3 ro Quindiva ulilizzatasoto quando si considera {al limite per 2 > 79, Ta particolare, 
questa uguaglianza non soddisa la propriet a tranativa dell'uguaglianza, cioè 

f=olo) 

Azoto j # 


Thfatti, 53 = o{x) è 2° = (e) perz > 0, ma at 5° 
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4) f = ata) pere > 1a «+ dim LE 0. quindi ba che 


se) 


Ne segue che, per ogni funzione 9 per ci ha senso, 


LE Lo, cioè lim f(7) = 0. Quindi f è un infinitesimoin 7 


©) feat pera o Jim LO 


Per la Proposisione (5,3) segue che 


Pessano 


€) Sì ha che 
e Ja 


+0), 2% 


n partcolao se nonè identicamento nulla in ogni intormo di escluso su, allora of) = 
001) pers» so 


Thfatti si ha che per => zo 


fOteR (10) =) +04 e) -t=0) > {= tot) 


Poiché f non è identicamente nulla n ogni intona di 2, eeeluso ru, si ha che 


tim 0/00) — lim 


Quindi (f(2))= (1) per 2 + 20 


n 


Per ogni EER, b7 0 ci ha che 


0085). Si ha che 


Infatti, proviamo che kol, 


im EUM _ 
tto CE 


5. Lancelot, 


Proviamo ora che 0(k/ 


0(1). Si ha che 


atbitelì 
to] 


Infino, per la tranatti’a della relazione “o piccolo” vedi a}} si ha che ko{f) = o(f) 


th particolare si ba che 


Inoltre 


(4.7) Definizione | Siano A © R non vuoto, f,9: A + Re 2, € RU {+00} un punto di 
accumulazione per A. 


Se f = olo) per £ + 2, diciamo che / è trascurabile rispetto a g per 5 + 7, 


Cerchiamo di comprendere meglio il significato di questa dencosinazione, anche alfine di evitare 
equivoei 
La dicitura f è (rascarbile rispetto g per 2 i indica che il limite 


Him (FE) 4000) 


dipende solo da 9 è non da f, cioè nel calcolare questo limit 
quindi tralssciato, rispetto è o(z), Quindisi ha che 


Paddendo f{=) pui erre trascarato 


im (#0) + 


sta) 


Infatti, raccogliendo g(+) si ha che 


de ( 


(+ 902) = Lins 


Essendo f = olo) per 7 + za, si ha che lim Ù 


RU 


00}, allora per l'algebra dei limiti si ha 


Him (ft Hot) 
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Se nuce non cite limite Mim (2), allora anche il Tito I (J(e) + g(2)) nom ie. Inti, 


LERU (+00), poiché 


se per assurdo esistesse questo limit © fosse lim ((#)— 0(2)) 


stri 


sempre per l'algebira de miti i ascebbe che 


4 


TONNO 
lim UR] =L: assurdo. 
T 


Quindi anche in questo caso i limiti hanno la stessa matura. Petento il limite di $ + g per e + 2 
dipende sola da 9 e non da {Tn al senso Y è tescurabile rispetto a 9, per 7 — 2, 
Questa propriet’ a che abbiamo appena dimostrato vale più n generale 


(4.8) Teorema | (Principio di eliminazione dei termini trascurabili) Siano A CX nor 
toto, f.9, fai 1 A+ Re 24 € RU {400} un punto di accumulazione per A. Supponiamo 
che 


sm oh dr 


Altora È 
rim GITA) a LO 


RESTO] 


Dimostrazione. Si ha che 


tim LFLA i {at 


Baia Me ag) a 


sendo fi = 0(1) e gi = o(9) per 2 > 1a si ha che 


it limito tim ÉEL = re RU {100}, allora per l'algebra de limiti «i ha che 
Se tt timite tm ÎEÌ = 1 RU (oc, allor per grad miti ha ch 
tim ran SITA im dl 
arno g(r) + (7) seg) +20 2 gl) 
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Se invece mon ese limite lim ZE, allora anche i limit tim 


VOESACI 


VOS) 


mon site. Infett, 


3) 


e per ansurdo estese questo limite e fosse lim 
ESCETTO 


RU{E20), poiché 
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502) — ala) + ila) 1 def 


serpe per algebra del limiti i avrebbe che 


PARICESTO) 


FEET) 


Quindi anche in questo caso i limiti hanno la stessa natura. = 


(49) Osservazione 
8) Il Principio di eliminazione dei termini trssesrabii si puo anche formulate nel seguonte modo: 


dim EDEN Lp LI 
Site g(2) + 0(9(2)) — ese (a) 


Nel seguito talvolta lo aibrevietemo con P.ET.T. 

) 1 Principio di eliminazione dei termini teseurabii vale anche se 1 termine trascurabile è solo 
a numeratore 0 solo a denominatore. Più precisamente 

ml ir SO nl 

MEG) Asa] ARIE) hola 


2) 1l Principio di eliminazione de termini trascurabili vale anche per 5 Jniti laterali 


4 11 Principio di climinazione dei tenini trascurabili permetto di eliminare tomi trascurabili 
soîo in un limite in cui il termine trascurabile è sommato al temine rispetto el quale è 
srascurabile. L'eliminazione deì termini trascurabili avviene in orizzontale e non in verticale 


VOrS 


È ERRATO scivere 


[@+t)=1 sa 
perché nun compare la scrittura lim 


È CORRETTO arivere 


IRECICIRZSEA 


Inalte 
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(4.10) Esempio Calcolare lim £T4h: 


{sn 2) per 7-30. Infatti, 


Osserviamo che 2° 


+T 


Mm ane "i ani votano] PN Tdna 


(411) Definizione Sino © R non veto, /,9: A > Re x € RU(100) un punto di 
atcialsione pie. 
Pivano die PE eni paresi 

sa 


Rio) 


rin tal caso acriviomo f = aper so (oppure (e) = p(o) per e —» su) 


Evidentemente la funzione g non è identicamente nulle 


ogni intorno di n, interseata con A 
lora anche f non è identicamente mulla in ogni intorno di 1 in- 
tassato con A escluso 2, Infatti, perl 'everza della permanenza del seno (vedi Toosema (3.3), 
esse un intorno 1(z4) di ‘1, tale che per ogni e € (AN I(r3})\ {74} e ha St > 0, Poiché g mon è 
identicamente nulla in ogni intorno di 7, intersecato com A escluso ru, alla Tn ogni Intorno di 2, 
contenuto în (xy) esiste + € A, #1, tale che 


escluso 2, Se f = 9 per x ra, 


830) o ,9-l2sza 
sO 40 sO 


(112) Esempio 
2) Si ha che sin 2 x per 2 + 0. Infatti, 


tim Eta 


2) Sì ha che 1 coss = La? per e +0. Infatti, 
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8) Si ha che tane = 2 per x + 0. Infatti, 


RI 
4) Sì ha che aretan e 2 per 7 > D, Infatti 
fg iE fini 
lara Birri 


) So Ple] = aver + a, gent +04 ay è un polinomio non nullo di grado n € N, allora 
P(2) = ay per x + oo. Infatti, 


doetbanettbita 


tra 


) Si he che s° gr 


24125 Tper sò doo. Infst, 


pisa 


Ripr 


1 


(4,15) Osservazione 


0) Se f non è identicamente nulla in ogni intomo di ru escluso 2a, ha che f = f per 1 sy 
Infatti, 


Quindi questa relazione denominata “equivalenza” è riflosiva. 


8) So fee g per 3) za, alora gf pers > ro, Infatti, 


Quindi questa relazione denominata “oquivalenza’ è simmetrica 


@) Se fu ge gr h perx + ra, allora f «> h per 3 zo, Infatti, 


FOMPARIoREO) 
ine: 


Quindi questa relazione denominata “equivalonza’ è transiiva. Essendo riflesia, 
e ttanstiva è una relazione di equivalenza. 
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@) Se fe g pers > sy ese esito lim f(x) = 1 ERU {+0o), allora fim gle) = 


Infatti, scendo anche f non id 
dei zii st ha che 


sanente nulla in ogni intero di 2, esso 24, per l'algebra 


4 


lim oe) = 


9) Sì ha che 


cd, proviamo inzialmente che f 
ola) per 2 > sy, Si ha che 
HG] 


st) 


E Za, Ovvero che 


ti 


cioè fg 


stop 


(9) pers zo, Vicevent, ae f= 9 0(9] per e > rp cioè { 


è sa) (ta a) 
o proviamo che f = pers + my cicò che lim LE _ 1, ossia ce tom (4 1) o 
P si sa!) 


Lee) LA 


nta, 


(1.14) Esempio 


1) Essendo sins pere >) 0 ha che ERA E] 
2) Essendo tan 2-2 per 2» Osi ha che [GRREEAIREEI] 
mando 1 css br per x 0 ha che [IRE EEE E 


Ge) 


02), si ottiene che per a + 0 


3) Easendo aretanz = 2 pers > O si ha ch 


e psc per l'Omevazione (9) si ha 0 (2°) 


1-0012 


co(2) — cur 


Sia Pla) = age +a, 201 +4 ay è un polinomio non nullo di grado n € N. Essendo 
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6) Easenda VETTE = [el per 2 — +00, si ha che 


Info, 


tm 


"im 
SEO E 


Quindi per l'avervazione precedente 4) i ha che VETTE = Jo{+o(ix]) per + > +50. Inoltre 
poiché per l'Osservazione (1.6) sì ha o(-5) = o{a), si ottiene VITTI = (rl + olr) pi 


(4-15) Notazione 1 aimboli oC) e = sono detti simbali di Landau. Ve ne sno altri, ma noî 
non li introducono. 


(4.16) Osservazione La nozione di equivalenza come quella di "o piccolo" vale slo l limite per 
2 4 to. Dice che il quoziente delle due funzioni tende a 1 e, per l'Osservazione (1.13), st una 
ammette limite anche l'altra ha 10 steso limite. Chiaramente se una nom ammette Tito neanche 
l'altra ce l'ha. Quindi se due funzioni f e 9 sono equivalenti per £ -» zo, alora hsnna lo stesso 
andamento per 3 — xy, Ne segue che quando stiamo valutando Il comportamento di una delle due 
per > roy allora possiamo sosia con l'altra, Ad ecempio, nel hp 


[Per x non vale il Principio di eliminazione dei termini trascurabili. | 


in base all'osservazione precedente, si ba che 


Quindi dire $ x 9 per 2 > x, è come dire f = g — (9) per # + 24. Detto in un altro modo, f è 
uigualea o per x che tende a 7, a meno di termini trascurabili rispetto a 9, per 7 — 79, Quindi per 
x che tendo a 2, possiamo approssimare f con 9 © l'errore che commettiamo f — 9 è uguale a 0{9) 
cioè è trascurabile rispetto a 9 per x che tende a 4, 

La seittura f = $ è più pericolosa di f = 9-= c{g), Infatti, se usita senza particolari 
accorgimenti può portase a degli ori. Per ceempio consideriamo i limite 


lim (VAFIS) 


e una orima indeterminata [so — o). Calcolandolo co le eenlche di tipo algebrico si ha che 


(E) 


zl: 
afciecrrari 
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SETTE i 
Per l'esempio precedente #8) i ha che 
VERI 240 e VEFTEAIColA), Ft 


È ERRATO dedurre che VITFE== 0 per — +00, perché nn ha sens div che una funzione 
è quivstnte alla fanzine lla nale e ostitaamo ne lite alla fazione 77 TE la funzione 
2 ad esa equivalete otteniamo 


ita (VG7T7- 2) = hm (:-2)=0: ERRATO. 


Invece se sosstuismo nel limito alla funzione VETTE la scrittura 2 + olr) otteniamo 


im (VT 


È CORRETTO ma non possiamo concludere né che il limite esiste, e tantomeno quanto vale, né 
che il lite non esiste. Non abbiamo abbastanza informazioni per concludere. Dabbiamo 
cambiare metodo e quindi per sempio ricrrere al metodo algebrico utiizato precedentemente. 
Ossercizo che giunti a 
tim ole) 


non possismo applicate 3 Principia di elisinozione dei termini trascurabili, perché olz) non è 
sommato alla funzione di cui è % piccolo”. Quind! queto metodo è coretto ma inelfinoe i 
precedente invece è errato. L'utilizzo dell'’0 picco” ci porta a 


din Vers2)= i) 


e oltre non possicmo andere, Quindi ci fa capite che dobbismmo csmbiare metodo L'utilizzo 


dellequivalenza ci porta a 


(3-9) 
lip (F77-2)=0 


che è errato. Quindi questo meado è più pericoloso. 


L'ineficaia del metodo dell’ piccolo” è dovuta sì fatto che laritura VITTF = ro ole] per 


2 00 ci fornisce un'informazione quantitativa neufciente per il nostro scopo (calcolo del imi- 


te). Infatti, ci dice che VaTT 2 è approssimalile con 5 per £ - +00 a meno di termini trascurati 
rispetto az per s —» +oo. E questo mon basta per concludere. Abbiamo bisogno di un'approssi- 
mazione più accurata. Nel Capitolo 4, Calcolo diffrenziale per le funzioni di ima variabile ese, 
atudieremo gli svluppi di Taglorche ci consentiranno di svero approssimazioni auffiientemente 
accurate per quest scopi. 
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Limiti notevoli con gli “o piccolo 


Riscriviamo i iti notevoli uelizzando la notazione di “o piccolo 


E CEETZUONEZI] 
freni io), 130 
> fa 


+ [ina 50 


tim Pte) 
timf2l toga + [Zi zzioga ro), 230], vano 


- [cs 


va> 1,%&>0 


+ Free) sto 


voca<i, 


log 


10 


0 forco(A)r 


ti site e BEE 


va>n af 


F30] ve er 


iva> 1,30; 


w>d 


VO caZI,ve>0 


3400] vada 


Vak>0 az 1 


Algebra degli “o piccolo” 
Lino ga vieta nell'Oscervazione (4.8) che 


zo bag) 


tn particolare 
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Alibiamo il seguente risultato 


(4.17) Proposizione | Siano A CR non voto, f,9: AR e 23€ RU {00} wa pento di 
accumulazione per A. Allora vlzono é seguenti ftt: 


CEUETUETTMERTE 


Do) A 


dof-ol)= o 1 


per ogni p> 0 per cu ha senso; 


drm per ogni p per e ha senso 


Dimostrazione. Le proprietà a)-f) ed R) vengono usciate per esorcizio (suggerimento: si proceda 
cone da definizionedi “o piccolo”, eventualmente moltiplicando e dividendo per d'o che serve, come 
fatto per dimostrare ad esempio la ranttsij, 

Proviamo la 9). Sappiamo che 


(eolnf=srtol, con o (AM o 


Sita e 
tim MIT Le) 
3 Pa = o] = 
pi (+ RNA 
tot) cl] 
Ì 


Quindi (1 +0} — P=0(09) per 24 dai su a 9) 


(4.18) Osservazione 
0) L'algebra degli "o piccolo” vale anche per 2 + 23, se 25 €R. 


1) Le relazioni non elencato nella proposizione precedente potrebbero non essero vere e quindi 
vanno valutate caso per caso. Ad esempio 


ono) 
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(4.19) Esempio Calcoliamo, utilizzando i limiti notevoli sritti com gi "o piccolo 


nie — sine bare 
ln armani — 

Seri utilizzano iii notevoli citi co gli “piccolo” significa che 

porsi deve applicare il Prnipio di eltimmazione de; termini tracrabi. Trattiamo separatamente 

prima il numeratore © po l derominatore. Si ha che per 7 + 0 


Gr+ola))— Dr +o(2)) + dr — ole 


4.3. Confronto fra infiniti e infinitesimi 


Introduciamo una terminologia per confrontare ra loro lì infiniti fa ora gli infnitstmi, utili 
rando le nozioni di “o piecolo* ed equivalenza 


(4.20) Definizione Siano A © R non suoto, 2, € RU {+50} un punto di accumulazione 
per A e fig: A+ R due infiniti in zo 

Diciamo che f ha un ordine di infinito inforiore a 9 por x - zo {oche f è un infinito 
di ordine inferiore a 9 per 1 + 20) se f = 0(9) per x — za. In tal caso diciamo anche che 
9 ha un ordine di infinito superiore af per  — 1, (o che g è un infinito di ordine 
superiore a Y per 2 + sy) 

Diciamo che f 0 9 hanno lo stesso ordine di infinito per x - rase f = la pers 1a 
vonleRIzo 


Aaloglhe definizioni i intrudiucono per 7 è ri, se 2 ER 


(421) Esempio 


2) (E) = è un infinito di ondine inferiore a 4(5) ola) per 


7 +00, scendo 


a pers > =00. Infatti, f 


2) Se] = dè un infinito di ordine inferiore è (e) = è per s > 0% Int, = o(9) per 
2-04 eno 


= tim lim Ge lim yF=0. 


intelaanla 
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è un infinito dello steso ontine di g{r) = L per s + 0. Infati, fx 9 pers 0, 


9IG=I 5 
"sendo 
+ 

1 dine 
tin AED im Pos 
So) RSI 


) SG) = log 1a 
per x > +00, essendo 


sito dello sesso ondine di (2) = lag per 3 + +0. Infatti, f = 24 


im SO 2) +ollogat)» 
5) Tgr 
Ml hm Zoe 


era 


4(€) = s1 è un infinito di ordino inferiore è p(5) = 21 per 7 —) dov se 0 < p <q (per 


Ssrcizi) 


è un infinito di ordino inferiore a o(x) = & per + > 0* s€0 < p < q (per esercizio) 


8) 1) 


(4.22) Definizione | Sisno A CR non vuoto, 2, € RU (450) un punto di accumulazione 
per Ae f,9: A + R due Infiniesimi fas, 

Diciamo che / ha un ordine di infinitesima superiore a 9 per s + zy {o che f 
infinitesimo di ordine superiore a 9 per 7 > ri] se f = ola) per + ra. In tal caso 
dietamo anche che 3 ha un ordino di infinitesimo inferiore a f per x -» x. {0 cheg è 
un infinitesimo di ordine inferiore a f per 5 x) 


Diciamo che f © 9 hanno lo stesso ordine di infitesimo per 5 > 2, se f = lg per 
sora unter 1z0 


Amaloghe definizioni si intradiucono per x > r$, se 2 ER 
(423) Bsempio 


è un infinitesimo di ordino superiore a alr) = vÎF per 7 > 0°. Infatti, f = o{g) per 


pica) Zini 
Veroli ri Aia 


4 è un infinitesimo di ordine superiore a g(1) = ch per # > +00. Infatti, f = olo) 
per 2 + +00, scendo 


9) LG) = 5 è un indien dello steso ondine di g(a) = ln per 5 — D Tnt, = g per 
2-40, essendo si 


Ù 
toi 
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fe 1)? = loge? è un infinitesimo dell stesso ordine di 915) 
$edaperr 


lagz perz + 1.1 


essendo 


5) £(E) = 27 è un infinitesizo di ordine superiore a g{r) = 21 per x > O* se p> g > 0 (per 
sercizio) 
8) £(6) = è è un infinitesimo di ordine superiore a g(o) = è per e + +ao se p > 9> 0 (per 


ssercizio) 


(424) Osservazione Dalle ultime due definizioni ei evince che la scrittura J = 0(9) ho un 
Significato diverso a seconda che f © 9 slano entrambi infinito entrambi infnitosimi. Por Sscro le 


siamo le nozioni in questa tabella: 


INFINITO infinitosimo 
ni) aa EO mondine di into [7 au ondine di infiniti 
ili 3 inferiore a g superiore a 9 


(4:25) Esercizio 
1) Confrontare fra loro i seguonti infiniti per £ + +00 


A@)=iopz,  gll=r Aa=t, ak>Qaglb>1 


) Confrontare fra loro i seguenti infiniti per e + 0* 


sosta s= i Ma ak>0a7 1,651 


® 


Wi ak>oaglà 


Sit qui abbiamo introdotto una terninalogia per confutare fra lora gli infiniti gl infinitesimi 
Poiché la cazistica è vasta, per poter confrontare in modo rapido gli infiniti 0 gl infinitsimi è 
mecesaro avere a disposizione dello funzioni cho svolgano il ruolo di "sistema di riferimento” con 

ti gli infnitesimi. Queste funzioni sono gli infiniti e gli infinitesim 


cui confrontare gli inf 
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campione. | Poiché le funzioni più “emplici* sono quelle razionali, questi infiniti è infiiteimi 


campione cono proprio funzioni razionali 


(426) Definizione 


Se ny € R allora l'infinito campione è la fenzione u(o) 


Se zo = +00, alora l'infinito campione è Ja funzione ul) = le. 


Se ny € R allra l'infinito campione è la funzione u(o) = |a — | 


400, alora l'infnitesimo campione a 


Ser 


Per fssre leider riportiamo le nozioni in questa bella 


Tabella 3.1: Infiniti e infnitsimi campione 


INFINITO | infinitesimo 


neR | ua 


sendo] steal 


La presenza del valore assoluto è glusificata dalla seguente definizione. 


(827) Definizione Siano A CR non suoto, 2, € RU {+50} un punto di secumulazione 


per Ae f5A -+ Run infinito (sep. infnitsimo) in 2s 
Diciamo che f è un infinito (risp. infinitesimo) di ordine a > 0 rispetto all'infinito 
(risp. infinitosimo) campione per # > 7) se 


(429) tm 


0 oquivalentemente se 


(829) Je Ils)" Yz LERIFO, 
(430) M)= Me] +o (ale), sr LR L#0. 


In tal caso diciamo che [u()]® è la parto principale dell'infinito (risp. infinitesimo) 
f rispetto all'infinito (risp. infinitesimo) campione u per £ > x 


Talvolta la parte principale la abbrevieteo con P.P. 
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Analoghe definizioni i inteaducono per 2 > 73, se 2, ER. 
(431) Osservazione 
@) Questa definizione sa utilizzata nel seguente modo: se la funzione f è ad esempio un infinito 


per 2 + sy € xy = +0, allora in base alla Definizione (1 28) l'infinito campione è u{r) = ll 
Quindi £ ha ordine a > 0 se equivalensemente vale uno di questi tr [utt 


Ta) 


» terizo 


DOLCE ESONSt STI) 


IERI 


) TEA 


Analogamente nogli atri ca 


5) Sì fa notare che ordine di infinito 0 di infinitesimo non puîo rserre minore o uguale a sero 


€) Le denominazione parte principale è giustificata dalla (4.30, in base alla quale e ha che 


sa 


Ilu(o)]" = o(lu(2)), rs LeR 140 


ossa per x — x la funzione f è approssimabile con la a parte principalea meno di termini 
che somo trascrabili rispetto a quest'ultima. Quindi a parce principale descrive esattamente 
il comportamento dell'infinito (isp. infinitesimo) / per x - sy. Evidentemente il limite per 
2 ta di (2), se esiste, coincide con quello della sua parte principale per £ + xy 


4 Poiché a è un numero realo, la potenza [u(r)!* è ben definita solo quando la bose è pe 
Per questo motivo gl infiniti e infinitesimi campione sono definiti con il valore assu 
dentemente. 


DS 


alcune situazioni, e per certi valori dic, esempio interi, dove abbia enzo, si 


può anche omettere il valore assoluto 


2) Per calcolare l'ondine e la parte principale dell'infinito (ep. infinitecimo) f abbiamo quindi 
re mete fra loro equivalenti 


” 


lorerminare (se esta, perché potrebbe anche nox essre) per quale a > 0 


tim SEL ieri zo; 


PR pie 


2) srivere {eo possibile, perché potrebbe anche non esserlo) 


[aiar soa Terzo] 


3) scrivere {se possibile, perché potrebbe anche no esserlo) 


Lar +o() 
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sufficiente utilizzo uno del tre. Si fa notare che passaggi che portano al calcolo del mite, 
metodo 1), oppure a scrivere la relazione con l'equivalenza” , metodo 2), sono molto spreco 
glistessi che portano a scrivere la selazione con “l'o piccolo", metodi 3). Questo significa che 
da 5) si possono dedurre 1} 2), Quindi questo terzo metodo è pesco da prefese agli altri 
due. 


(432) Esempio 


1) S{E) = ine è un infnitsimno di ondine 1 per x — 0 ripeto allinsritesimo campione ur) = 
2 nfart, 


240 


Quindi la PP. di £ rispetto al'infinitesizo campione u(e) = per e + 0à . 


2) L(7) = 1 — cos è un infniteimo di ordine 2 per x > 0 rispetto all’infnitesimo campione 
Ma) = 2 intato, 


i) 


ia 
corni, 1-10. 


Quindi la PP, di f rispetto all'infinitesimo campione ulr) = per e + Dè dr 


9) {le)= VEFTZA un infiniti ordine] per x + +00 repett all'infinito campione (3) 
infst, nell'Esmpio (1.4) abbiamo dimesso che 


fa) vari 


2400 


tn particolare 


fa) VITE 


VETTE n, 10 


Quindi la PP. di S rispetta allinfinitocamione ur) 


4) Consideriamo /{e)= a con a > 1. È un infinito per 3 > =00. Poiché per ogni E> 0 si ha 


roleizo(f) 1% 


aibiaino che la funzione f(2) = a" è un infinito di ordine superiore a qualunque potenza di, 
che è l'infinito campione per + + +90. Poiché quindi non esiste @ > O ale che valga (430) 
com (2) — 2, ne segue che questa funzione non ha un ordine di infasto spetto all'infinito 
campione ul) = x e quindi neppure una parte principale. Possiamo semplicemente ribadive 
cho f(2) = a" è un infinito di ordino superiore a qualunque potenza di 7, per 


Inolte f{r) = a* è un infinitesimo per x + —00. Poiché per ogni k> D st ha 


stiano che la funzione (7) — a" è un infiniteinzo di ordine superiore a qualusque potenza 
di È cheè l'infinito campione pet x -+ —20. Poiché quindi non egiste a > O tale che 


Sa)=e= 
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salga (4,30) com ul) nitesimo 
rispetto allinfinitesimo campione u[z) = È e quindi neppure una parte principale, Possiamo 
semplicemente ribscne che }{7} = 0° è un infinitesimo di ordine superiore a qualunque 


potenza di È, per s > vo 


Analogamente eì ba che se 0 < a < 1, la funzione f(e) = a" è un infinito di ordine 
superiore a qualunque potenza di |s| per x + —5o e f(x) = a" è un infinitesimo di 
ordine superiore a qualunque potenza di È, per £ + x. 


3, ne segue che questa funzione non ha un ordine di 


sì 


Consideriamo J{e) = log, com a > 0, a #1. È un infinita per x — =90 e per # > 0* 
Poiché per ogni è > 0 ha 


H@]=logz=o(s), +00 Sa=tog,z=0(4) 220, 


abbiamo che Ja fanzione f(x) = log, è un infinito di ordine inferiore a qualunque potenza 

iti 2 che è l'infinito campione per 2 > +00, al è un infinito di ordine inferiore a qualunque 

potenza di 1, che è l'infinito campione per £ -+ 0°, Poiché quindi nom esito a > tale che 

valga (4.30) com u(s) = x per x —» +00 e con u(e) = È per 2 — 0*, ne segue che questa 
funzione non ha un ordine di infinito né rispetto all'iniita campione ul) 

perz +0! © quindi neppure una parte principale. 

log, è un infinito di ordine inferiore a 

log, è un infinito di ordine inferiore 


speri 


né rispetto all'infinito campione ul=) — 
comente ribadire che J{7) 


Possiamo semp 


qualunque potenza di 2, per + + #00 e {e 
a qualunque potenza di È, per £ > 0*. 


(4:32) Esempio Detenainismo l'ordine di infntesimo e la pace principale per 2 > D di 


dinner Dane 


sal Tir 


Osserviamo che f è un infinitesimo per £ + 0. Infatti, 


tim le) 


tall = ln Ta 


L'infinitezimo campione è u[s) = |a. Procediamo con il "terzo* metodo, cioò în base a (1.0), 


proviamo a scrivere che 
Wat) +o(ula)]], 20, LeR 170, 


1a) 


el'+olal9), #0, teriz#o 


Se utiizionio questo metodo, allora necessriamente dobbismo utilizzare i limiti notevoli con 
‘a piccolo”. Sì ha che per = + 0 


Yo] 


(et cons — ama) +}! 


a] 


ola) = 
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repr@icta a 


(2+02))(1-011)) 
Quindi ha che /(2] = —2+ ol7) per 7 > 0, Ne segue che Y è un infinitesimo di ordine uno, detto 
niche del primo ordine, rispetto all'infintestmo campione u(r) = x per -+ 0 € la parte principale 
dife-a 


+0), 20. 


44. Asintoti obliqui 


Nel Paragrafo 23 ebbiom intradotto le nozioni di asintoto verticale e orimontale. Occupismoci 
ara degli asintoti obliqui 


(4.34) Definizione Siano f : dom(f) -» ® con dom[{) illimitato superiormente (isp. 
inferiormente) è mq € R com m #0. 
Diciamo che la retta 9-= ms + q è un asintoto obliquo destro, 0 per 7 + +%, (risp. 
sinistro, © por 2 > -s0) por f se 


rio) 


ne tg toll), > +ooftim. 2 oo) 


na +4 è conterporancamente asintoto obliquo desto e sinistro pe f, diciamo 
n5-+ è un asintoto obliquo per f 


Sela venta 
più semplicemente che la retta y 


(1.35) Esempio 
funzione f(2) = + 2° Infatti, per x > doo di ha 
che È 0 0 quindi + 


ha per asintoto obliquo la retta 


(1). Ne segue che pers > 400 


fl 


1 doll) => y= x.asìstoto obliquo. 


2) La funzione f(2) = VITFT = ha per asintoto ebliquosimisro la vetta y = —2r — 2. Infat 


pers > -00 si ba che 


(fî 1a 


Dai limiti notevoli (con gli “a picolo") i ha che 


pane 
cfiet 


o), 150, 


TRS 
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Poiché per 2 > —00 si ha che È — 0, allora 


Figura 3.7: La funzione f(s) = e +3 Figura 8.8 La funzione f{1) = VITE re 
e gli asintoti obliquo y = 2 e verticale gli asintoti obliquo y = —2x — è e orizzontale 


o ai 


8) La funzione J(7) = 2 + log non ha sintoti obliqui Infatti, per 7 > +00 ai ha che f{e) = 
#4 log ma logz 4 0(1) per x -» +00, dato che logs -» +00 


(4,56) Osservazione 


n) Graficamente, se la retta y = me — g, con mg € Re m Yi D è un asintoto obliquo deero 
(nistro) per J, allora Il grafico di Y si avvicina sempre più a questa retta pers che tende a 
+00 (0), Il grafico quo anche attraversare l'asintoto 


8) Una funzione po avere al più un astntoro obliquo destro e al più un astntoto obliquo snietro. 


€) Se una funzione ha un asintoto orissontae destro (tep. sinistro), alora non ha un asintoto 
obliquo destro sip. cinietro) e viceversa. No etgue che una funzione puo avere un asintoto 
liqua destro e un asintoto obliquo sinistro anche dive, oppure un asintoto obliquo detto 
0 un asintoto orizzontale sinistro, oppure in asintoto obliquo enseto e un asintoto orizontale 
destro, oppure due asintoti orizzontali, uno destro e l'altro nistro, diver. Une funzione no 
anche non avere asitoti. 
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4) tn base alla definizione, une funzione { ammette per asintoto abliqua destro (risp. inisto) 
la retta y = mr + q ee f(2) = ma +94 oll) per -+ +00 (rip. x + 0), Questo dice 
che f si po approssizare con una funzione afine a meno di infinitesii per £ > +00 (ip. 
#4 —00), vero che f è un infinito dl primo ordine per x > +90 (ip. 7 -> 00] rispetto 
all'ifinitocampione (2) =, la sua parte principale è me e la difeenza fa f e la sua parte 
principale è q+ o{1) per 3 > +00 (top. e + —0e) 


(437) Proposizione Siano $ : dom (7) + R con dom) limitato speriormente (ris. 
inferiormente) em, 7 € R con m 7 0. 

Allora a retta y = mr + q è un asintoto oMiguo desto (risp. sinistro) per f se e solo se 
salgono quasi te ftt 


Mein (bun into pe 3 +00 (6-0) 
dn LA (I drm into primo ode pr = +0 (2) =) 


tm (f0)- mo) = e 


Dimostrazione. Per esercizio. = 


(1.58) Osservazione Nel determinare gli eventuali asntoti obliqui di una funzione f è meglio 
procoiere come da definizione anzichè utiizare la Proposizione (4.37), per almeno due motivi 


1) 1 pascagi che portano a erivere {(x] = me+ qll) per £ — L00 ci permettono di dedurre 
0), 8) è e) della Proposizione (4.37) in un cl colpo. Quindi nom bisogna rifare tre volte gli 


stessi calcoli; 
2) tentando di scrivere f(1) = me =9+ o(1) per 2 + 400 i possono anche ottenee gli asintoti 
orizzontali, se ci cono. Infatti, se m = 0, allora si ottiene la relssione fl} = q — o{!) per 


24 #00. Questo dice che la retta y = g è um asintoto orizzontale destro (nop. sinistro) per 
4. Infatti, per l'Osservazione (1.8) e) si ha che 


ile) = oli), 2 +oofrip n co) + lim fe) =geR 


Quindi la retta y = g è un astntoo orizontao per f. 


(4.59) Esercizio. La funzione (e) = VETTE = ha per asintoto orizzontale destro laretta 
(suggerimento: utilizzare la stesa tecnica che ha portato alla determinazione dellarintoto obliquo 
sinistro nell'Ecempio (4.35) 


(1.40) Osservazione. Dalla definizione di asintoto obliquo, ovvero dalla propri 8} della Propo- 
sizione (4.37) si ba che condizione necessaria afnché Ta funzione f ammetta asintoto abliquo destro 
{ 
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(risp. sinitro) è che si un infinito lì ordine 1 rispetto aule) = = per # > +20 (rip. + > —00) 
Quindi se f non è un infinito di ordine 1 reperto a u[r} = x per 7 > +00 (rip. x -+ -00), allora 
$ non ammerte asintoto obliquo desto (rep. sinistro). È comunque una condizione necesazia ma 


nin sicnte Int, come vio i predomina, la fanne (5) = £* logr = 7% olr) per 
52,200 è un into di die I ma non amet aintoto obliquo 
(401) Eaempio 
anni 
Cz) 
(oo) (-8420) tolte 


1) Deserminare gli acintoti di {(n) = 


5 ha che dom (1 


Quindi la retta 2 = —3 è un asintoto verticale per f. 

Determiniamo gli eventuali acintoti orissantai 0 obliqui. Poiché { è il rapporto fa un poi 
mnonzio di grado 2 e un polinomio di grado 1, allora f è un infinito di ordino 1 

all'infinito campione u(s) = £ per x — boo, Ne segue che è soddisttta la condi 


sarta per l'esistenza dell'asintoto obliquo, sia destro che sinistro, e pertanto S non ammette 


Per deterninave l'asintoto obliquo (0 gli asinoti obliqui) operiamo come da definizione, ossa 
cerchiamo di scrivere {{r) = me = q— all), on m,g ER, m# Oper sè doc ez» oo 
Poiché f è il rapporto fra un polinomio di grado 2 e un polinomio di grado 1, operando la 
divisione fra polinomi si otte come quoziente un polinomio di grado 1 e come eventuale 
sesto un polinomio di grado 


Quindi 


54% 
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Se segue che la vetta y = x — è un asintoto obliquo per 


L'utilizzo della divisione per determinate l'asintoto obliquo si po applicare solo quando la 


funzione è razionale fratta. 


2) Determinare gli astri di J(0) = VIT 
Sì ha che dom (7) = (-0, 2] [2, +00) 


Oscerviamo che per 1 > doc 


EI) 


Quindi £ è un infinito di ordine 1 rispet alliniito campione u(=) = x per 2 > +00. Ne 
segue che è soddisfatta a condisiononccassaria per l'sstenza dell'sintoto obliquo, sia destro 
che sinistro, e pertanto } non ammetto asintoti orizzontali. 


Per determinare l'asintoto obliquo (o gli sintoti obliqui) operiamo come da definizione, ossa 
cerchiamo di scrivere {(7] = mz + 9+ ll], conm,g € R,m #0 pers» 4000 7 -) —co. 


Sì ha che per x > doo 


a 
Allora per £ - 400 
1\ 


mp3 (4) 


eee ct 


Quindiper 2 > +oosi ha che f{e) = r-40(1), mentre pers > 00 si ha che f{r) = nto), 
Ne segue che la retta y = 2 è un asintoto obliquo desto, mente la retta y = —s è un asintoto 
obliquo sinistro. 


8) Determinare gl sinti di (5) = SL 


ma 
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50 ha che dom (1 Inoltre 


Sì ho che 


Quindi ta reta > 


è un asintoto verticale per f 
Determiniamo gli eventuali anti rissontai 0 obliqui. Poiché { è il rapporto fia un poli 
nomio di grado 3 e un polinomio di grado 2, allora f è un infinito ordine 1 = 3 — 2 rispetto 
all'infinito campione u(s) = £ per 2 -» +00. Ne segue che è soddisftta la condizione necer. 
sarta per l'esistenza dell'aintoto obliquo, sia destro che sinistro, © pertanto / non smmette 


Per deterzinare l'asintoto obliquo (0 gli asintoti obliqui) operiamo come da definizione, ossa 
cerchiamo di civere /(5) = mz+9-=e(1), con m,g ER. m 7} Oper x + 40062 —c0. 


Osserviamo che 


Ia) 


Quindi per e + oe 


opero seo 


He] o) 


Quindi ta retta y = 47 è un asintoto obliquo sinistro, mertte la vetta y = 2 è un asintoto 


obliquo destro 


8. Limiti di successioni BEI 


5 Limiti di successioni 


Nel Capitolo 2 abbiamo intradotto la nazione di sucrstone che qui richiazniamo. 


(5.1) Definizione Le funzioni definite si sottoinsiemi illimitati superiormente di N sono 
derte succossioni. Se AC N è illimitato superiormente e a : A + R è una successione 
(orale) allora anzichè demotaia in questo modo la indichiamo con i simbolo (a),c4 oppure 

ta empicemente con 


{atua A volte quando non vi sia ambigui! a di notazione, st denota 
n°) ed è detto termine 


(x) oppure fa,}. Anziché serivere afn) sriviamo 0, {che si legge 
genoralo della successione. La vaiabilo n è detta indice della successione. 


(5-2) Esempio. Suno suceeasioni reali: 


astio da 


Poiché una successione è una funzione definita su N 0 su un ato sottoinsieme illimitato supe 
riomnente, il dominio dlla successione è un insieme discreto, cioè costituito salo da punti isolati. 
Pertanto la aucessione è una funzione continua. num, essendo ilimitato superiormente sì ta che 
+00 è di accumulazione per il dorsinio della successione. È quindi l'unico punto di accumulazione. 
Ne segue che per le successioni l'unico limite che ha senso calcolare è quello per la vasiabile, che 


nelle succossioni È in generalo indicata con n, che tendo a +00 


Richiamiemo la definizione di limite, adettandola alle succsioni, per n + -90 


(5-3) Definizione. Sia (a,) una successione rete e 1 € RU {toc} 
Diciamo che (a,) ha limite { per n che tende a +50 se per ogni intorno I(1) di siste 
no € N tale cho per ogni n 2 no si ha che a, € 10, 

Lr tal caso soriviome 


Mpa, =! o più semplicemente lima, = 


LeRsiha 


Tn particolare 


Vos 0aMeN MENSandm 


sha dela, 1 <e 
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mentre se {= =20 (rip. {= —00) 


, VERIMEN MEN cn n > ny 
co) 


tima, 


si hachea,> è (o, <8) 


Diciamo che (a,) converge a L (oppure che (è 
lima, = [ER 
Diciamo che (n,} divorge positivamente (risp. negativamente 


) è una successio 


foppure che (a,) è una 
fo (rep 


successione divergente positivamente (risp. negativamente) se lima, 
co) 
Diciazno che (0,) è indeterminata se non esiste lima. 


(5.4) Osservazione Nella definizione di limite di succrstone è sottinteso che n appartiene al 
dominio della successione. Le denominazioni di successone convergenze, divegente, indeterminata 
n si usano per Te funzioni 


(5-5) Osservazione: Poiché il Tito i successione alto non è che il Timite dî funzione per la 
ide a +00, per esso valgono tuttii teoremi e le considerazioni fatti per è limsti di 
funzione. PIù precisamente valgono 


variabile che 


1) 1 Teotema di unicità del mite; 
2) il Teorema della lisitatenza locale; 


3) il Teorema della permanenza del seno è lo sue conseguenze: 


1) l'algebua dei limiti corama, prodotto, quoziente e composizione) 


5) è teoremi del confronto © loro conseguenze; 


6) il teonerna si liti delle ncoesioni monotone. 


Inoltre anche peri limiti di successione si introducono le stesse forme indeterminate 0 si hanno è 


perogni ak> 0ea #1 


4) [imnte = Oper ognit>U00 <a<1 
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Infine, anche ai Timiti di sucersione si associano le nozioni di infinito, ininitesimo, “a piccalo”, 
quivalonza, ordini di infinito o di nfinitesimo, infniti infinitecti compiono. parte principale 


(5-8) Esempio. Per esercizio provare, utliszando la definizione, oppure qualche opportuno trote 
ma, che 


(-1)7 è indererminata 


è convergente (è 0); 


3) c = n è divergonte (pus:ivamente) 
4) d, = —n è divergente (negativazsent) 


11 provino risultato leg fra Toro Te mozioni di limite di funzione e i Hite di sucersstone 


(5.7) Teorema | Siano A CR non vuoto, f : A + R; xy € RU {+00} um pento di 
accumulazione per A e {€ RU {+00}. 

Altora Tim S{e} = [se e solo se per ogni successione (r,} in A\ {ro} che Cendo a 2 si ha che 
tim f{s,) = 


Dimestraione, Sepponiamoche Lim /(5) =, Allo pre defi ns, prega iioio 
100 di si un intorno (59) dis ile che per ogni 5 € A 6 5 € Im) e 2 29 8 Ba che 
Fo cno 

ia (5) una qualunque sucrsone in A\ {5} che tende ay, Alora perla deinzione di 
limite di successione, în corrispondenza di {70} esiste no € N tale che per ogni n > my si ha che 

€ 160). Quindi per vga > ny di ba ci n € A, e € (00) € 5a i ra è di Gonseguensa 
) 210). Ne segue cieli /(,) 
Vicemt, supponiamo The per ogni suctone (,) in A\ {5} ch tende a 5 i tb che 
tim f(5,) = Le dimostriamo che lim {(7) = Procediamo per assurdo, Quindi supponiamo che 
lm. 1() #4. Allora este un iioiso 10) d tale che per ogni into 1{5] di n este 2 € A 
SONE EI) e 4 0 le che (0) 610) 

Consideriamo inisilmente il caso 29 € R- Sia 1,(29) = (20- B:20+3), Per ognin € N, 
n 2 1, fg) è oe nino di e Als per quanto fermato piclestontite, per op » € N 
n 3 1, et 2, € 4 cm 5, € Ie) 2, 4 2 al he /(8) 6 10). Quindi definita una 
stre (6) A\ (e) ilo hoy > < n, € 004, Por Second terne del confino 
(edi Tann (7) Ba che > do Al pr ipotiai i a che i (0) Quindi 
n € Mace per ogni n > ny ih fm) 1) arto 

Condidiiase oa caro sy = 00 (unguento se 1 = =co) GIL, = 0490) Fe cgil 
n EN ha ho, bun into di eo. Allora per quanta afemato predenienente, per op 
ME N este 1, € A con, € ly tale ce f(50) 0), Quindi debita una suceone (1) 
ia ale che 6, >. Perl Toe (328) di he cho, “+ #00. Allora per pote i Dn che 
Him {5,) = ik et ny € N al che pe ogni 5 ng sl ba cho /(0,) € I} asono, 


si 
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(5.8) Osservazione 


@) Questo teorema vale anche por 7 > si se 2, € R, In ta caeo la sucersione (7.) appartiene 
ad AP (1y,+00) oppure A 1) (00,1) 


8) Questo teorema contiene die affermazioni. 


bi) Sella) Iper, 
ar si ba che f{) SL 


allora calcalando f si una qualuaue sucorsione (£,) che tende 


Questa propre è quella che ci consente di calcolare limiti delle successioni attraverso 
I limiti delle coripondent (se esistono) funzioni, cinè delle funzioni la cui restrizione 
2 N è la successione di cui st deve calcolare il limita, Ad reempio, se a, = f(n), con 
SIA SReN © Al allora a, = fiy. Se ora_ lim (e) =, allora in ace a questo 
teorema presa la successione ha che s, E A 2, + +00 e quindi 


tino, = im (0) tan fl 
an = tm /0) 7 “ 


Nelle applicazioni, ave serà possibile, faremo questo passaggio senza evidenziarto, cioè 
sottintendendolo 


(5-9) Esempio: Si ha che 


sprint) na 
Slralaraliti 
as 
fap 
ness, sino 1°) nos 


Analogemento anche gli alti limiti notevoli (vedi Paragrafo 3,8) di funzione per e > 0 
fi possono riformulare sostituendo È a 2, per n + +00. 


Mn) Se calcolando £ sù una qualunque successione (3, ) che tende a x i ha che (7) +1, 
allora f{2) > I perz o re 

Questa propria è quella che ci consente di calcolare i miti delle funzioni attraverso i 
Timiti delle sucessioni. Tusto ciò colo da un punto di vista teorico. Infatti, dal punto 
di vista pratico non è pasibile verifcae l'ipotesi, svendo infinite le succesioni (3,) che 


tendono è 70 
Questa affermazione è peo ile per dimostrare che non esiste 1 limite di qualche 
funzione. Infatti, sa suceede che esistono due successioni (2,) e (x) che tendano a £y 
tali che {5} tende a i e f(21) tende aL con ly # L, allora possiamo concludere che 


TE pine he un ottiene Miniato perioemente di N sia contento in A 
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non miste lim f(x). Tnfatti se sietesse, allora per il tcorema ei avwebbe che; = ly 
assurdo. Analogamente se esiste una successione (,) che tende a xy tale che f(x,) è 
indeterminata. 


(5-10) Esempio. Proviama che lim sin. non esiste. 


A pag. 154 lo abbiamo dimostrato procedendo per assurdo. Consideriamo învece due a 
cessioni che tendono a +00 tali che f(x) = @inz calcolata sa questo successioni tendo a due 
valori diversi. Ad esempio 


(Grin) ie tt) 


2 = tn +00 — f(24) = sine — sin (20) =0 — 0. 


Quindi per teovema prrcedento_ lim cin non esiste. Tn modo dl tuttu analogo si dimostra 


che nos esistono fin sinz e 1 c0a2 (per esercizio) 


Esidentemente questo procedimento è più prazio di quello per assurdo. 


(8.11) Esercizio. Utilizzando le tecxiche di calclo dei limiti delle forme indeterzinate di tipo 
esponenziale, calcolare è seguenti limit 


1) img Va>0 Ra 


Nav ver ta) 


(5-12) Definizione | Sia (1,) una successione. Dicismo che una successione {ì,) è una 
sottosuccessione (0 successione estratta) di (a) 0 è, = ay, dove p: N + Nè una 
Usualmente una sottosuccesione di (a) si denota con (a) 


Una sotsosuccosione di una successione (a,) è quindi una successione i cui termini sono se 
tezionati tra quelli della succestone di partenza, n modo che st un elemento è selezionato, allora 
i iuccesivi sono selezionati fia quelli che hasxo un indice maggiore di quest'ultimo. Pet seem 
pio, consideriamo une successione (2,} e sia (3,) la sottosuccesione definita da b, = a,4,, dove 
61 > Nè una successione strettamente crscente. Supponiamo che 


CO 


CORI 


v@)=18 
Quindici ba che 


CESTI 
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RICER E 


(5.13) Esempio. Sia (ay) una successione. Sono sottesuzcesson di {a,] 


Md 


Nom gono sottosuccesioni di (a,) 


Mi dg 


(5.14) Teorema Sic (a,) une successione reale, 
Supponiamo che lima, = l € RU {=00) 
Allora per ogni scltosuccessione ay, ) di (ox) sì ha che 


tima, = 


Tralaeciamo la dimostrazione. 


(5.15) Teorema | (di Bolsano-Weiorstrass) Sia (a,} uno suceesione reale imitato 
Allora (ay) arumelte almeno una sottosuccessione convergente 


Tralaziamo la dimostrazione. 
Concludiamo questa panoramica si Vmiti di sucersioni on due ricultati che sono molta utili 
nel calcolo dei fiiti di sucnssione, 


(5.16) Teorema | (Criterio del rapporta per le successioni) Six (a,) une successione @ 


termini positivi. Supponiamo che esista lim 221 = 1 € [0, +90) U {+50) 
positivi. Sup intel {toa} 


Allora valgono è seguenti fatt 


4) set<1, alloralima, 


i) se1> 1, alloralima, = 


Dimostrazione, Consideriamo inizialmente il caso in cui! € (0, +00) 
Allora pe fa definizione di limite 


timiett i 


- A 
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1, gia c> O tate — > 1, Tn particolare si ha che Sny € N tale che 


>IE>I > aida 


Yam 


ca 
Ne segue che Ja scossone (a,) è definitivamente crescente, cio è crescente per ogni n > n. Perl 
teorema sui limiti delle successioni monotone (vet Teena (542)) si ha che iste 


lima, = L= supa, € (0, +00) U{-0o}. Escendo a, > 0 ei ha che L > 0. Poiché (ey;;) è una 
sottosuccestone di (a), allora per il Teorema (5.14) anche lima, = L. So fosse L € R, allora si 
avrebbe li 


= Isl > W-9=0 


Essendo L > Osegue che necessariomente l = 1: asurdo, No segue che £ = 450, ciò ima, 
Se l< 1, sia £> O tate (+ c < 1. In percicolare st ha che Sna € N tale che” 


VESTA <i4ec1 = qua 


N seguo che la cessione (ay) è definitivamente decente, ciò è decente per ogni n > 
te: Per il teresa ai Timiti della succesiozi monotone (vedi Teoressa (.42)) si ha che esse 
inf, € 0, +0c). Poiché (0,5) è una sotomuccesine di (a), alora per il Tee. 

1. Quindi ha che 


tima, 
ata (5.14) anche ian 


L= IM-p-0 


17 


sendo 1 <1 segue che necessariamente L = 0, cioè lima, = 0 
Infine se = +00, i procrde in modo analogo al ao 1 > 1. a 


(5.17) Osservazione Se [= 1 non si puù concludere nulla, È neerseario ricorere ad un altro 
metodo per calcolare lima, 


(5.18) Esempio Calcolare 


tnt, 350 


Osservo che lm n 


im nl = +00. Infatti, per ogni n > 1 si ba cho n! ® n. Quindiper il Teorema (323) 
poiché n + +50, anche n! + 00 


saba ci aires pini a 
sese «0 


Invece, se 6 > 1, sione B° 


da 
cs CEDLRETZI 


Cai CIURAI 


8. Lancelot, 


Lezioni di Analisi Matematica I 


Quindi 


071 


"7 


Pel Criterio del rapporto per le successioni si ba che 


tn particolare si ba che 


(6.19) Esempio Calcolare 


di una forme indeterminata [£ 


siae 


Arapposto 23. St a che 


fiera 


CES] 


(i= Mln + Me nt 


tt tini 


Quindi 


È une succesone a terzini po 


si, Consideriamo 
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(5-21) Teorema | (Criterio della radico per le successioni) Sia {a,) uno successione a 
termini positivi Supponiamo che esista lim E = 1 [9, +00) {+00} 
Allora valgono # seguenti ftt di 


1) set<1, alloralima, 


13) sel > 1, allra limo, = +00 


Dimostrazione. Consideismo inizialmente 1 caso in cui {  [0, +0) 
Allora per a definizine di limite 


197 


> [Eer DEINETEI 


Se 15 1, sia e > 0 tale = > 1. In particolare st ha che Sn, € N tale che 


di 


mi gTr>le > ali 


Essendo { — e > 1, per n -+ +50 dì ha cho (! — e)" -» +50. Allora per il Toorema (3.23) anche 
20 +00 per n 50 
Se d< 1, sia e > 0 tale + e < 1, Tn particolare si ha che ng € N tale che 


van gTelte > dea clio” 


sendo [= e < 1, per n - —00 si ha che (1+e)" — 0. Allora per i Secondo arena del confronto 
(vedi Teorema (3 27)) anche a, 0. 
Infine se { = +00, si procede in modo analogo al caso {> 1. 


(5.22) Osservazione Se l = 1 non si può concludere nulla, È necessario ricorere ad un altro 
metodo per calcotare lima, 


11 erteio della radice è più generale di quella del rspporto, come aferma i seguente risultato 


(629) Tocraia Sia (ay) ana anccsine o tria goeli. Siponto che este 
tim fette | +00) Ud) 
Altora tim gf = 


Dimostrazione. Consideriamo inizialmente il caso È € R, 1 > D. Sia e > Otate che {- 5 > 0. 
Allora per ls definizione di limite st ha che esiste na € N tao che 


vozn 


Sì ha che 
Vai 
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Quindi 
nm fto 
von 
Pertanto 
Analogamente 
Va>mi an E 
Quint 


Ne seguo che per ogni n > me 


sel 


(il as 
as 
d 


Quindi per la definizione di mite esiste mj € N, n, > ny, tale che per ogni n > mi si ba 


Port 


Allora per ogni n > n, i ha che 


iecgetta 


(5:24) Osservazione In base e quosto teorema si ha che sil limite del “rapporto” è 1, allora 
ache lite della “ratice” è 1. Quindi inutile calcolato 
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Inolte, sel Timite della “radice è 1 allora limite del “tapporto” non rest oppure se 
ceste è nocessriamento ugualoa [. Quindi ce quell della radice" è 1, anche quello del “rapporto”, 
se esisto, è Id è inutile calcolzlo 

È bene rimarcare che questi duo esteri si applicano solo ee la successione è a termini positivi, 
0 defnitivamento postivi, cioè postivi da un ceto valore dell'indice n poi 

TI Criterio del rapparto per le succrstioni è più utile di quello della ragice nel calcolo di certi 
limiti di succeston. In partcolaresi applica "bene" alle euccesion n cui compare i fattorilo din 
o di tennini dipendenti da n. Poiché il fatoriale è definito solo per i numeri naturali, Ja successione 
2, = n ron è la restrizione dell’apaloga funzione a N, non essendo definita (7) = al eo x gl N 
Quindi limite di a, mon sì puo dedurre da quello dif. tn wat'a la successione a, è la setrizione 
di un'altra fassione definita su R, detta Gomme di Fulere denotata con il stimbolo F, che è una 
funzione integrale È decisamente una notevole complicazione ricorrere a tale fanzione per calcolare 
i init di successione che contengono fattral. 


(5-25) Esempio: Calcoliamo lisa VT 
Sappiamo che per ogni a >'Ò i ha che 


Ne segue che per ogni a > 0 


1, cioè nl > an. In particolare 


CES 


Quindi per ogni a > 0 esiste my € N tale che per ogni n > n si ba #7 = a, cioè lim VAT 


(5-28) Rsereîzio. Trovare l'errore nel seguente calcolo: 


limo WAI = tin TER 


(5:27) Esempio Caleoliamo lim VAT. 
Si ha che i 
vai 


Quindi 
UESÌ 


Poiché im AT 


fedi Raeciso (5.11)), perl Seeondoteorezma del confronto (vedi Tearema (3.27) 
si ha chelm VAT =1 
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6 Proprietà globali delle funzioni continue 


Nel Paragnafo 3.1 abbiazzo studiato le propre a locali delle funzini continue. Ora ci occupiamo 
delle proprietà globali, cioè di quelle pepe a che coinvolgono tutto il dorrinio e non slo l'intorno 
di un punto 


(0.1) ‘Teorema - (degli seri Sia f : (o, 8» Rua funzione continua tale che F{a}(B] < 0 
fesoè f{a) è 1{8) sono discordi. 
Altora siste ra € (a, 8) tale che J{73) =0. 


Inoltre, se è strettamente monotona, allora questo punto x, è unico 


Dimostrazione. Supponiamo he /{e) < De /{8) > 0 [analogamente nell'altro caso). Poniamo 


A=frelall: fl) <0}, 


sendo f{c) < 0, i ha che a € A. Poiché / è continua n a, per il Teorema della permanenza 
del segno (vedi Teotena (3.3)) esiste un intorno desto (a, a = r) di a tale che (aa + r) £ [ab] e 
tale che per ogni x € (ja = r) si ha f{e] < 0. Quindi (a,a = r) CA. Favendo 2, = sup. si ha 
che re 2 2 per ogni € (8,4 +r) e quindi zy > a 

tisendo (6) > 0, sì ha che g A. Poiché f è continua in per il ''eovrza della permanenza 
del segno estate un intomo sinistro (6 — rt) di 8 tale che (6 — n.8) € fa,8] © tate che per ogni 
26 (0-14) si ha f{a) > 0. Quindi (© r,b) A = @. Ne segue che AC Ja, br] edi conseguenza 
gi elementi di (© — 7,5) sono maggioranti di A. Essendo 79 = sup, di ha che 79 £ s per ogni 
2 (br) © quindi ro < BN oguo cho x, € (0,8) 

Proviamo che $(1y) = 0. Per fare do mostriamo che nom puo esere f(23) < 0 né f(7y) > 0 

So fosse f{z;) < 0 allra ossendo Y continua in 24, per sl Teorema della permanenza del segno 
esisterebbe unintormo (ro ri 2541) di tale che (ra- 1.01) E [o,ble perognis € (ry=r.z3 tr) 
di avrebbe che J{e} < 0. Quindi (19 — riso +r) C A. In particolare i punti x com 29 € £ < 70 =" 
appasterrebbero ad A: assurdo perché x, = cup A. No segue che non può esere f{r,) <0 

Se fosse {() > D, allora essendo continua in 2y, per il Teoreza della permanenza del 
sogno esisterebbe in intorno (ra — r0 + r) di my tale che (ra — 79 + r) € [ost] e per ogni 
2 Cr — risa +1) i avrebbo che f(x) > 0. Quindi (r0— r,24-+ 7) N 4 = 0. In particolare i punti 
3 608 2a 1 < 2 < rg non apparterebbero ail A: asurdo perché esseno 29 = sup A, in base al 
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Teorema (2.29) del Capitolo 1, sì ha che eniste x € A tale che 2y — r < x -< sy, Ne segue che non 
può essere f{73) > 0. Pertanto f{; 

Infine, se f è strettamente monotona, alora per il ‘corea (2.4) del Capitolo 2 i ha che f è 
inietiva © quindi è unico. a 


(0.2) Osservazione. 1ì Teorema degli seri scrisse cho so f è continua sullintrvallo chiuso e 
limitato o, 8] e negli rtremi. assume valori discordi, all'ora ammette alimento uno zero, cioè un punto 
intensi annulla Il tcorema nondice quanti ce nesono, a mono che f nona atrettamsento monotone. 
noire non dice chi sono. 

Se una delle ipotesi manca allora la tesi uo non essere vera. Infatti, seal esempio si considera 
ta funzione f 0,1] + R definita da 


so DD «i —l a 


bersi, 


allora Y nos è continua in 0, e quindi man è continua, e non ammette seri. 


(6-3) Esempio. Deserminase le soluzioni dell'equazione e" + £ = D 

Questa equazione è trascendente e non i ju risolvere replicitamente con tecniche standent 
SÌ po invece risolvere per via grafica, cercando per quali valori di x le curve 
intersecano nel piano Ory. 


Figura 3.10; Soluzione “grafica di e +. 


Figura 3.11: La funzione f{e] 


Procediamo invece pe via analitica. Consideriamo la funzione {(e) = e°+r. St ha che f:R 
R è continune tale che f(0) =1> De f(-1)= e? 1<0. Quisti fio): [-1,0) + R verifica le 
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ipotesi del Teorema degli seri. Ne segue che esiste 23 € (1,0) tale che fz,) = 0. Inolter, scendo 
4 sona di funzioni strettamente crescenti, è strettamente crescente (sedi Osservazione (2.6) del 
Capitolo2). Quindizy è l'unico sero dif edi conseguenza l'unicasoluzione dell'equazione = 

Se ora vogliamo etmare meglio 75, possiamo procedere nel seguente modo: ci domandiamo se 
ta fra 10 — i oppumefra i e 0, Per scoprirlo valutiamo f in -3. Si ha che 


N cogne che f cambia segno fra -1 n 3. Pertanto -1 < 2, < è. Procedendo in questo mado è 
possibile avere une tima migliore di zo 


(6.4) Corollario Siano 
che J ammetta liti per 2 che tende agli estrema dell'intervallo I © che questi limiti abbiano 
segni opposti 

Alora eiste 2a € 1 tale che f(2y) 
Inoltre, se è strettamente monotona allora questo punto ry È urico 


Run intervallo ef + > R uno funzione continua. Supponiamo 


Dimostrazione. Denotiamo con a e 9, e < 2, gli estremi dell'intervallo F, finiti 0 infiniti che 
stano. Supponiamo che 
lim fle) <0,  lm/()>0 


in modo analogosi procede nell'altra caso. Si serva che essendo 0 e 4 gl estremi di / = dem(f), 
che possono anche non appartenere ad 1 allora limite Te (2) è chiaramente 1 limito destro se 
@ € R, mentre è I limite se a = 00} il mite lim f{e} È chiaramente Il imite sinistro se d € R, 
mentre è 1 mito co 8 = +00. 

Per il Teorema della permanenza del segno (vedi Teorema (.3)) escono un intomo 1{a) di a 
e un intorno 7(8) di $ tali che 


Melia): f{r)<o,  veeInme): sl)>0 
Siano a € 10 Ila) © è € 20118). Si ha che a,b] € 1 e quindi fi, + jb] -» R è continua con 


Fia) < 0 e SB) > 0. Allora per il Teorema degli neri sieve 1a € (0,8) © 1 tale che f{z,) =D da 
ila tei L'altra aFermazione segue come nel Teorema degli £r. « 


(6-5) Teorema (dei valori intermedi) Sia f = [a,8] > R una funzione continua 
Allora f assume tutti valors compresi fra {{a) è F(8), non necessariamente in questo ordine 
n altr termini l'intertllo chiuso avente per estremi F{0) e (8) è contento in im ({) 


Dimostrazione, Se f(a) = {(H), allra è vio. Consideriamo quindi (9) 4 1), Supponismoche 
100) < (1) (analogamente nell'altro csc), Mostriamo che Pisevallo {0,8} € im). Potché 
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Sla), 1(0) € im (9), dda dimostrare che (Ya), (1) C im 1), cioè che per ogni e € (Ye), S{M)} 
Si ha che c € im(f), Sia c€ (f(0).{(8]} © stag: [a,b] + R la funzione (2) = f(r) - c. Si ha che 
9 è continua, în quarto somma di fanzioni continue e 


ala) = Sla) -e<d,  olb)= /0)-c>0 


Quindi per il Teorema degli sn, applicato ag, esiste 2, € (a, 8) tale che gl, 
Quindi e e im(f), Pertanto (/(a),/(0)} C im (f), da cui la tes. ® 


imi/) 


(0.8) Osservazione 
0) È SBAGLIATO diro che f aseumo tutti i valori compresi fia a eb 


8) È SBAGLIATO dire che im (7) = [f(2),S(H)] oppure im (1) = [f(8), (0) 


(6-7) Corollario Siano [CR un intervallo e {1 + R uma funzione continna. 
Altora S(1) = im(/) è in intervallo. 


Dimostrazione. Siano a,8 € f(1) con a < #. Allora esistono a,b & / tali che f(a) = ae 
50) = DL Per il Teorema dei vatori intermedi applicato a f istetta all'intervallo di estremi a e 
È, non necessariamente in questo ordino, si ha che f assume tutti i valori compresi fra {{a} e (8), 
cioè l'intervallo [a è contenuto in f(/). In base alla Definizione (2.14) del Capitolo 1 ne segue 
co S{1) è un intervallo, 


Questa propre a è molto ilo per determinate l'immagine di una fanzione continua quando è 
definita sa un intervallo, oppure istetta aci un intervallo contenuto nel suo dominio. In particolare 
se Sè monotona, allora possiamo ga dire chi è l'immagine, come mostrano i seguenti risulti 


(6.8) Corollario Sia | H -» Runa funzione continua e monotona 
Allora i ha che 
$ evescente > i(1) = IN) 0) 


4 decrescente > im(P) = LIB) Flo), 
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Dimostrazione. Segue immedistamente al Corollario (6-7) e dalla monotonis di fa 


(69) Corollario 500 70,8] una fnzione confini € monotona 
Atora i ho che 
Feste = iml)= [0 0 10), 


1 tene = imlf)= (Up 100. lC0] 


Dimostrazione, Segue immedistamente dal Corollario (6.7) e dalla monotonia di f. 


(6,10) Osservazione Un risultato analogo vale se f è continua e monotona su {a, 4, oppure su 
fa +24) 0 a (no, Evidentemente analoghi rina valgono anche se $ è concia e mmtona 
iu intera aperto 

Pe Toe (6 42) seppi che se è rncente sf), allor st limite per e -) è 


di f(0) esi ha che 


cup(/(a): 76 lab) 


dim fa) 


Jesi hache 


Se vee J è decrescente st [08), allora site i mite per £ > &- di 


Lim f(a) = init ito): 26 (o.b)} 


Quinti nel Corolaro (69) si 1a sostituire all mite l'estremo superiore 0 inferiore di Y su [a 8} 
Analogamente negli altri casi 


(6-11) Esempio Decenninase l'immagine della funzione /(9) = VT. 

Sì ha che dom) = [D.+0e). Inoltre f è strettamente crescente. Inuti, (5) = A(9(2}), duve 
ole) = 202 è trestommente srescente perché somma di funzioni strettamente escnti e hi7) = VT 
è nettamente crescente. Quindi per l'Osservazione (25) del Capitolo 2 st ha che f è strettamente 
esescento, Per il Corollario (6.9) i hs che 


im(f) 


(#0), Hm /{2)) = (0,20) 


(0.12) Lemma Sia AC R non vuoto 
Allora esistono due successioni {r,) e (4) mA tali che 


lima = infA,  limu,= supd. 


Sono chiamate rispettivamente successione minimiszante e suecessione massimizzante. 


Dimostrazione, Dimostriamo che esiste la successione mininzizzante, cioò qulla che tende a inf A 


(analogamente per l'altra), 
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Consideriamo inisialmente i caso in cui A è limitato inferiormente. Sta quindi m=inî A € R 
Per il Tecrema (2.29) del Capitolo 1 i ha che per ogni e > 0 esiste x € A tale che m < 7 < m > € 
Quindi preso £ = 3, com n € N, n > 1, esiste 2, € A tale che 


1 
È quindi definita una suvcosone (x,] in A che, per il Secondo teorema del confronto {vedi Teve 


ma (327)), verifica 
dA. 


tima m 


oo. Peiché dè 


Se A è ilinsitato inferiormente, allora non asiste inf A ma noî poriamo in 4 
ilteitato inferiormente, per ogni mm € R esiste 2 € A tale che s < m. Tn particolare pr m 
com n € N, sì ha che sito 7, € A tale che 3, < -n. È quindi definita una suceesione (7,) în A 
che, peri Tecra (3.23), verifica 


time, nta. 


(6.13) Teorema | (di Woierstrass) Sia f: [,b] > Runa funzione continua. 
Allora f assume minimo e massimo, cià esistono 


memipfi  M=maef 


tn particatere, esistono 2,2; € [8] tali che 


os 


= mipfi fe Mart. 


Inoltre, chiaramente, im(J) = [m, MI 


Dimostrazione. Proviamo chef ammette minimo (analogamente per il mio) 
Te ) lemma precdonte asso una scese {yin (i) ale che lim, = nt f Quindi 


per ogni site x, € a, 8} tale che fix, 


cioè sete una successone (x) i (o fale che 
tin f{n) = inf 


La suvcrsione (F,) è limitato, polché appartiene adi [8], Quindi per il Teorema di Bolzano. 
Weiestrae (vedi Toorema (515) esiste una sottasurcesone (1) di (7) convergrto ad un punto 
23 ER. In val i ache 2 [mb Ida, se per mundo 0 o, fs 79 < a (analogamente 
8023 >) allora per la definizione di limite, preso € > Don 3 = <a sisterebbe K€ N talo che 
per ogni kD ki avebbe ay — E < 2a, < 29 — € < ay quindi 2, < 0. aseudo perché x, € [0,1} 
Quindi x fot. Poiché 4 è continua; si ba che lim /(c) = / (7%). Per il Teorema (7) i ha che 


Mil) = Sr 
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tnlte 1a succsione (/(1}) è una sttascceione di (/(,)). Quindi per il Teorema (5.14) 
ba che 
tina, 


Pen il Poorema di unta del limito fvdi Teorema (2.12) si buche f{ry 


(2:35) del Capitolo 1 si ba che fs) = inf = min, de ui latest a 


dat. Perla Proposizione 


Concludiseno questa panoramica culle proprietà global dello funzioni continue con alcuni risul 
tati riguardanti La monotonia e l'iniettii© a. Per la Proposiione (2.4) del Capitolo 2 sappiamo che 
se | è strettamente monotona, allora è mittiva, Inoltre abbiamo visto che in generale 1 viceversa 
è falo (vedi Osservazione (2.5) del Capitolo 2) 

11 prossimo risultato mostra che so ls funzione è continua su un intervallo, allera anche il 


Riu intervallo e f 11 + R uno fanzione continua. 


(6-14) Teorema Sino fc 
Altora f è intettiva sx e solo se f è strettamente monotona 


Dimostrazione, Dobbiamo dimostrare che f inietiva implica f etettamente 
assurdo, supponiamo che $ non sia tettamente monotona. Essendo f iniettiva questo implica che 
£ non è monotona, Pertanto esistono ri, 27,2, € I von gi < ra < 7 tali che 


def) Ha) > {ld oppure Sin> fm) fl) Si) 


Consideriamo il cas in cui (7) < J(1) e S(z,) > Frs) (analogamente nell'alto caso), Easendo 
continua I, è continua anche istett a [1,21] e 79y7,], Perl Toorema dei valori intermedi appli 
5802 fin © ica mi si na he gli intervalli [f(5), (2) [f{s), {6} sono contenuti in im (5) 
Facendo (E), SLz,)) (1, /{2,}) #41 consideriamo e € (17), Sir) (124), 15), Ne 
segue che esistono 23 € (31) € 24 © (1.2) tali che flrs) = f(23) = © assurdo perché f è 


Questo risultato èfandamentale ogniqualvolta vogitamo invertire una funzione sù un intervallo 
Se la funzione è continua © etrettamente monotona, allora per i corollari del Teoreme dei vor: 
intermedi sappiamo chi è a sua immagine. Tsoltre in base al Teorema (6.14) è iniettva, e quindi 
reatringendo il codominia all'immagine è anche invertibile su questo intervallo. 

(6.15) Osservazione Se f non è definita su un intervallo, allora in generale non è vero 
che se $ è iniettva, allora È strettamente monotona. Infatti, la funzione f(x) = È è deltnita su 
doni) = (20,0) (0, +20) che non è un intervallo, è continua e iniettive ma non è manotona. 
Nonostante ciò, in questo caso, f è invertibile con J-* = f 


L'ultimo ricultato riguarda la continait’a della funzione inversa. 


(6.16) Teorema Siano I CR intervalli ef 31 + J continua e invertite 
Altora f*:1 41 è continsa. 
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Dimostrazione. Siano yy € Je 29 = /"!s). Chiaramente xo € 1. Sla My) un intorno di x, 
Allora (3) (11 è un intervallo in l'contenente 7, Per il Corllario (67) anche S(I{m) N1) è un 
intervallo in ) contenente 4, 

Sg è temo a Try) 7) aflra see un intorno 1) di y ae che Fa) € (120) 01) 
ta particolare per gs € 1) este x € I) tale che y = f(e} © di conoeguenza fg) = 
SUA) = 2 € 109) = Il"). Quindi bbiazzo dimostrato che per ogni intorno 1(5,) di 
7a 1-4) sto un intorno Ty) di 4; tale che per ogni ye /(4) i ha che /-!{) € 1(r,) No 
Sue che ("1 è continua it y 

Se iene gu stema 
tato che It) C (173) 1). Po a dimostrazione proce come nel caso precedente. n 


(ICE) 1), attra site un intorno desta © sito Ty) di o 


Grazie a questo risultato, possiamo ora giustificare, senza ricorre alla definizione, che le 
funzioni tigonomettiche inverse sono continue. 


6.1 Funzioni uniformemente continue 


Concludismo questo capitolo introducendo la nosione di funzione uniformemente continua 


(6.17) Definizione Siano A © R non vuoto e f: A > R wma funzione, 
Diciamo che f è uniformemente continua in A co per ogni c > U este $ > 0 talo che per 
ogni 2, € A con lr — zo] < i ha che|f{s)- f{2y)| << 


La nozione di funzione uniformemente continua è simile a quella di funzione continua. Si 
diffeenzia per i seguenti motivi 


1) la continuità uniforme è una proprieta globale, la continuità inve è locale; 
2) nelluniforme continuità 4 dipendezolo da e 


Come da definizione, preso € > 0, esiste $ > 0 che va bene per tuti i punti ra 


(0.18) Esempio 


1) Le funzioni f(x) =2, o(e) = ll, A(x) = sin, k(0) = co6x sono uniformemente continue su 
R. Infatti, per ogni > Ue ha che prese d — € ottiene che per ogni 1, € R 


UG 


—aled=e 


lata) otra] = jd el 


Inalte, procedendo come nella dimostrazione della continuità della funzione seno (veli pag 
144) gi ottiene che per ogni 7,7, € R 


[h(2) — hfso) = sine — sins] < lean] < 6 


Analogamente si dimosta per il coseno (per serizio) 
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2) La funzione f{e} = 5? non è uniformemente continua su RL Infatti, per ogni « > 0 non è 
possibile determinare $ > D tale che per ogni 2,2 € R con e — sa] < È sabbie 


UDETIOI 


Infatti, procedendo cone nella dimostrazione della continuità della funzione f{2) = 22 (vedi 


pag. 138) st ha che pres 0 < 4 < 53 + — Jr] si ottiene che 


HE ER con [ez] <d si ha che |f{a) — f(x) <e 


Quindi 4 dipende anche da 20, mentre nella definizione di uniforme continui 
dae 


6 dipendesolo 


(6-19) Teorema Sia f + dom(/) + una funzione uniformemente continue. 
Altora { è continua 


Dimostrazione, Per esercizio. 


1 viceversa non è vero, come mostra la funzione f(x) = 2°. Loè se per esempio { è definita sa 
n intervallo chiuso e limitato, some evidenzia il prossimo risultato 


(6:20) Teorema (dell'uniforme continuità) Sia fa, 8] + R una funzione continua 
Allora f è uniformemente continua in la, bl 


Dimostrazione. Per ssurdo supponiamo che / non sia uniformemente continua. Allra este 
2 > 0 tale ch per ogni é > 0 esistono 7,4 € [ol con Je — yi < 5 tali che [f{5) — flv] 

1 particolare d'a vale per é = 3, con n € N, n 2 LL Alle per ogni n € Ncon h 2 
corrispondenza di é = 2 esistono 2, y, € [a,b] con lr, — g,| < 2 tali che |f(2,)— f{4,)1 = © 
Quindieistono due susan (5, (inf. che chiaramente ono limitate. Per 1'Tecrea di 
Bolano Weiss (edi Troem (515) esistono una sottoruccssone (1, ) di (7) convengnte a 
1% e unasottosuccessione (ny) di (4,) convergente a yo tali che per ogni & € Nei halzm — yu <t 
SIC) — IG] 22. * Onmoviato che 2 =. Inti, 


Ira dol £ (ran a+ den Im + li — 1) 
per la disuguaglianza triangolare del valore assoluto 


<leonrul+ 


Frrocare per seco uggimmato 
(ny) dini 


roite prima un cttaucsione (ru) di (1) e poi una sottoiccsione 
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Quindi per E + =00 si ha che 


0< lin sel <a 


Per il Secondo teorema del confronto (vedi Teorema (3.27 


cud=0 > das 


Inoltre, procedendo cone nella disoetsazione del Tocrema di Woierstrase ei prova che 20 € {8 
Poiché {è con 42). Per il Teorema (5.7) si ha che 


e segue che 


> e > Oper ogni ten 


tif) = 10%) 


Ne segue che J è uniformemente continua 


Capitolo 4 


Calcolo differenziale per funzioni di una 
variabile 


1 Derivata di una funzione 


Nel seguito donoteremo con dom(J) il dominio di una funzione reale di variabile reale, 
quindi un sottoinsieme non vuoto di 8. 


(1.1) Definizione Siano f: dom(f) + R una funzione e 7, € dom(f) un punto intemo a 
diom(/) 
Diciamo che f è derivabile in 2, se siste fini il limite 


in to asa demotinmo questo limite con tuno dei seguenti simboli: 


) td Leg de 
Fi Did Ted je 


e lo chiamiamo derivata (prima) di f in sy 


11 quoziente LT SIÌ è dato rapporto incrementale di $ in 73 e rappresenta la var 


zione relativa di f rispetto a quella della variabile indipendente nel passare da sy a 7. 1 imito di 
questo rapporto incrementale, se esiste in R, è la derivata di fin zo, Quindi rappresenta la varia 
zione relativa di / rispetto a quela della variable indipendente nel pasare da ro a 7, quando 7 
tendo a ta 
Se il limite è +50 oppure =s0 0 non este, alora f non è derivabile in 
Taivolta il mite del rapporto incrementale è scritto nel seguente modo: 
tim LEI S(09) 


tim 


Lira +) - fl) 
È 


ar 
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Se A € dom (7) è non vuoto, diciamo che J è derivabile in A se f è dertvabile in ogni punto 
di A. Tn tal caco è definita una funzione, detta derivata (prima) di f, denotata con f" (eppure 
Dif of 
LAS 
sofia 
(1.2) Osservazione. I concetto di derivata di una funzione può essere interpretato in vai md 


1) interpretazione geometrica 


" i A ere] 


Sia i > 0 (analogamente sn A < 0) e consideriamo i punti Pi (ro, (2) e Pa izo + A, f(2y+h)) 
de grafico di 

11 rapporto incrementate Lt TSE è 1 coeficiente angolare della retta passante per 
Pa Pi. Infatti, coincide con la taiente dell'angolo, che questa ess forma con l'as dello 
scie. L'equazione di quer retta È 


mis 


Se ora fi tende a 0, allora il punto Pr st muove lungo il grafico di Ye tende sì punto P, Ne 
segue che la rea m passante per Pe P) tendo, per h — 0, all retta tangente al grafico 
dti J nel punto Py Quindi i limite del rapporto incrementale, che è il limite dei coefficienti 
smgolari dello rette ri, tendo, se $ è derivable in zo, ad un numero rele che è il coefficiente 
amgolare di questa retta tangente. Poiché 


L'E 
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ailora ta derivata di f in 2g è il coefficiente angolare della retta tangente al grafico di J nel 
sputo (1, $()) © l'equazione di questo retta tangente è 


qa PFISESIONCRE NI 


2) interprotazione cinematica 


Consideriamo un punto materiale che si muove lungo una tetta e sia la fusione che desrive 
to spostamento 9 del punto sulla retta in funzione del tempo £. Quindisi ha che s = (0) cioè 
ta variabile indipendenteè il tempo {e quella dipendente è o spostamento lungo a etta 5. Se 
toe Eaono duesatenti di tempo, per sempio vs to < t llora la variazione dello spostamento 
nell'intervallo di tempo ft] è Yt)— f{k). La variazione relativa dello spostamento tipetto 

ipendentet nell'intervalo di tempo [tt] è tpporto incrementale 


3 quella della variabile 


Ho 


DZ 15) ced ta via medi nell'intervallo di tempo ty. 
Quindi i limite del rapporto incrementale, se esiste Snito, cioè la variazione relaziva dello 
spostamento rispetto a quella della variabile indipendente tal tendere di 1, cioè al tendere 
azero "dell'intervallo di tempo [tt], è la uoat‘a istantanea del punto all'istante. Quindi 
ta derivata di in to È: la udc stantancaall'itante ty 


(1.4) Osservazione. Poiché la derivata è 1 Timite del rapporto incrementale, quando site finito, 
ha senso definirla solo quandosi pu ocalvolare il smte, Per questo motivo si è seta di definirla per 
i puoti interni, che sono quinti dì accumulazione. Ne segue che non ha senso calcolare la desivata 
nei punti isolsti In particolare non si può calcolare la dorivata di una successione, perché i 
punti del dominio cono tutt isolati. 


(1.5) Esempio 


2) La derivata della funzione f(2] 
so 29 ER allora 


con e € Rè la funzione fr) = 0, per ogni 7 € R. Infatti, 
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2) La derivata dell fazione f(3 
Inftti, se n, € R, allora 


ar +8, con a,b ER è la funzione f"(#) = a, per ogni € R 


P-% nu lim SETE OSH E Lim seni 


Quindi Jey) 


3) La derivata della fanzione f(2) = 2° è la funzione P{r} = 25, per ogni e € R. Infatti se 
20 ER allora 


Quindi Jey) 


4) La funzione f(2) 


mentre non è deivabie in 0 


Intrt, 


e 19 > 0 allora 


poiché 70 > 0 e x > o, per il Teorema della permanenza del segno {vedi Tecrema (3.3) del 
Capitolo 3) allora definitivamente anche 2 > 0 e quindi i ottiene 


Quindi fe) 
Se 24 <0 allora 


poiché 25 < De 7 > zo, per il Teorema della permanenza del segno allora definitivamente 
anche x <0 e quindi si ottiene 


Quindi Ses) = 


vepo 


Consideriamo ora £y 


Allora 
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Osserviamo che 


derivata di fm 


5) La funzione 7(2) = egn(3) è deivabile in ogni 2 € R, 7 0, con 
fa=o 

mentre non è desvabile in 0 

Inftti e 23 7 0 allora 


di LS) 


Se 4 > 0 02 + zo, per il Torema della permanenza de segno allora definitivamente anche 
Ida cui 


350 e quindi si ottiene che agn(x) = gni] 


dim PECE) = sn) 


Quindi fn) 


Se 29 < 0 62 + zo, per il Teorema della permanenza de segno allora definitivamente anche 
220 e quindi si ottiene che sgu(r) = sgniz;] = —1 da cui 


dim BBC) = sno) 


Quindi (Cn) 
Persano 


vepo: Fl 


Consideriamo ora xy = 0. Allora 


im (IO 


Osserviamo che 


Peiché un lite laterale è -20, allora certamente il into, se site, nom è nn numero reale. 
Quindi non esiste 1a derivata di Jin. 
Tr pala sì prova che 

tim LOZIO 


TIGESIO] 


do lm 
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(1.0) Teorema - (Logame fra la continuità e la 
uno funzione e € dom ($) un punto inferno a dom: 


orivabilità) Siano f : dom(/) + R 
). Supponiamo che f sta derivate sn 


Altora f è continua inn 


Dimostrazione. Poiché 2, è unpunto ntemo al dormito di, ha senso calcolo: lim f(x), Quine 
di per prove che S è continua in za dimostiame che lim f(2)= (5, cioè. che 


a (2) — (2) 


Moltiplicando e dividendo per x — 2, si ha che 


Lita (#2) #01) 


Quindi f è continua n 5, = 


(1.7) Osservazione. Questo teorema aferma che 
11 viceversa è flo, come mostre l'esempio della funzione {(r) = [ri che è continua ma non 
derivabile in 0. 
Si dice che la continui a è una condisione necessaria per la deivabilia Tn particolare 


Quindi nell'esempio precedente della funzione f(x) = agniz), poiché f non è continua in 0, 
alla possismo inmedistamente concludere che f non è derivabila in 0. 


(1,8) Osservazione Se f è derivabile in, allora 


dazi) 


e) ER 


Questo implica che 


Sd > IM Lella) 5 


o quindi 
1) - fl) = Ple 


Se invece #74) = 0, allora 


O Lg fa) Slot fem tolerir 
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Questa formula ci dice che se è derivabile in 2,, allora la variazione di / nel paseare da xy a x è 
un infiniteimo del primo ordino se {"{} #0 od è un infinitesimo di ordine superiore al primo se 
484) =0, sispetto all'innitesizo campione u{3) = x — 4 per # > 19 Si deduce inolte che 


USESINESIS RE NEZIONE NE DEN 
Si osserva che il termine {(2) + f'(2,)(x — 25) è il secondo merabro dell'equazione della retta 
tangente al grafico di $ in (co, (7a}} (vedi (1.3). Questa uguaglianza i dice che per > zo la 

è approssimabile con il polinonzio di primo grado f(2) + {"{m,}{r— 73), ovvero chel 
grafico di S è approssimabile con la retta tangente al grafico di fin (cy, F(2y}), a meno di termini 


che sono infnitosimi di ordine superiore al primo. 


fusione 


Derivato dello funzioni elementari 


1 fe] 


cer 1 


per ogniz eR. 


2 fa] 


Infotti, per n > 1 (per n = Dt ricade el caso procndente) se 7a 


, MEN =d -f"{o) = nani, per ogni x € R (con la convenzione che 0° = 1) 


VCRSSESICA] 
ta 


Se 2080, allora 


MIIERSTENICA] 
ln 


moltiplicando e dividendo pet £ 


8) /Gl 
procede come nel caso prcedente (per esercizio) 


tn particolare se f{e} = È 


allora J"} 


916 
2ERs fd nè diari 


FineNn>? > 6 , per ogni x > 0 se n è pari, per ogni 
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Infatti, se 2, 70, allora 


moltiplicando e dividendo per 7, 


per hi > 0 definitivamente 1+ È > 0 


Se 24 =0, allora 


Lira th) — fra) _ Sr 
is set 


SUR FRT 
Quindi £ non è derivati in 0 


in particolase se /(2) = VE, allora #"(G) = 5 per ogni r> 0. 


LU) = ar, per ogni a > 0. 


procede come nel caso 


Osservinmo che la derivata della funzione (5) = 2° è sempre /"o) = pati, chiunque sia 
P. Esidentemonte questa derivata ositerà per tuti gli £ € R per cui ha censo l'espressione 
PO) = par 


6) 1@)= an a>0 > SG) = arloga, perogni s ER. 


Infatti, se 2, € R, allora 


fim LE) L06) 
lino 


 loga 


in particolase se a =, allora £{r} 


UBI 


log, a>0a#1 > 70) 


Su petogniz>0. 
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Infatti se 2, > 0, allora 


i (COSO i EIA) lg 


tog, [ro — og 
= tm È È 
togy ro + log, (12-£) 106,1 
= n = 
og, (+8) 
moltiplicando e dividendo per 7 = lim + = e 


th particolare se a = , allora 


8) LG) 
Inftti se 2, € R, allora 


Pe) = cosr, perogni re R 


Lisut = 16%) 
ti TI bi 
“hi 1 
ibl1) it 
i (neo R=1 cn 08) 
esso coshi = 1- 3h3 = ofh*) per i + si ottiene che £ h+o(h) per h > 0 
e quindi 
La 
i (sun (he a) 
i 
9) Se) = cane JE) = — nz, per ogni 2 € RSI proce ce ne caso peenente 


‘per esercizio) 


(1.9) Definizione Siano f:dom(f) + R una funzionee rs 
dom(/). 

Diciamo che / è differenziabile in 5, se f è derivabile în 23 e in tal caso chiamiamo 
differenziale di S in 2, la funzione linrare d/(7;) :R > R definita da 


lom (1) un punto intemo a 


dfteo)la) = Par 


Quindi il difrenziole dif in 29 è una funzione il cui grafico è una retta passante pe l'origine 
di cnetfiiente angolare (5, 
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(1-10) Notazione: Alcuni autori denotano il differenziale di in sy con d,f. Comunque la 
denti, è una funzione 
Pasto de : R -> R la funzione lente identica, cià la fuzione tale che de(h) = A per ogni 


MER, ossa tale che de(r) = x per ogni 5 € R} allora differenziale di {in 7) diventa 


ded = Pi) de 


Intarti, 
Sh 


VreR: dilr)lo)= din)de la) 


(1.11) Esempio 
fas? > 40 
BG > db) 
m/a-e > dl) 


9 (G)zIoe >= PE 


)de = 2rd. 


(e) de = cond 


ed 


ad 


(1:12) Definizione Siano f + dem(f) > R una funzio 
rta +8) € dom(f). 
Diciamo che { è derivabile da destra in ru se esiste finito 


#0 € dom(S) e 6 > 0 tale che 


tn feta) 


tin tal cas deziotiamo questo limite con D* (25) è lo chiamino derivata destra di f in 


Se esito $ > 0 tale che (ey — 8 zo) £ dom(/), diciamo che f è dorivabile da sinistra in x; 
sco finito 
tim 


cin tal caso demotismso questo limite con D' /(5,) e lo chiamiamo derivata sinistra di / in 
Le derivate destra e sinistra sono anche dette derivate laterali 


(1,15) Esempio. Consideriamo la funzione f(x) = |r], A pag. 240abbiamo visto che {è derivabilo 
in ogni 2 # e che non è desvabile in 0. Inoltre si ba che 


mini limZ-1 — D*fj=1 


0-10 _ 


— tim EL 


tim 
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(1.14) Osservazione 


a) Sì sottolinea il farto che le derivate laterali, como la derivata, esistono solo se il limite 
(laterale) esiste Anito. Quindise il limite non esiste oppure è +00 0 -00, allora la derivata 
laterale non esiste 
La nozione di derivata laterale si presta alla stesa interpretazione di qulle di derivata. In par 
ticolare, da un punto di vista geometrico, la deivsta destra D* (5) (rep. sinistra D-{(73)] 
#1 coefficiente angolare della empretta tangente nel punto Cr f(7,}) ala porzione di grafico 
di $ chiesi sviluppa a destra (ip. sinietra) del punto (2, (2) 

4) Se f è definita per x 2 o e non per 2 < 2 (fu. per x < 29 e non pes # > 24), allora non i 
può parle di cecsvabile' a ma di deriva’ a da desta (rip. stra) Infatti, in tal caso 2; 
non è un punto interno al dorrinto di {. Nonostante iu talvolta per brevità di eposisione, 
parleremo di derivabilit a di in ti punti intendendo chiaramente la decvalit”  lsterale. 


@) Esidentemente se $ è disabile in y, allora esistono anche le derivato laterali e coincidono 
con la derivata di fin za 


11 prosetmo risultato mostra che nll'aemazione e) vale anche i viceversa. 


le derivate laterali) Siano f - dom(}) +R 
n 


(1.15) Teorema (Legame fra la deriva 
asta fnone e 1) € dom/) un punto interno ail 
taterali D-{(x) © D- {rv} 

Allora $ è conti è 7 

Inoltre è derivate Sn 10 see valo se D* (4) = D" (1) ein tl caso P(39) = D*/(%9 = 
D" ff). 


). Supponimo che esistano le derivate 


Dimostrazione. L 


continuità si dimostra come ne Teorema (1.8). La seconda affermazione è una. 
conseguenza delle proprietà del insite e dei mit steal {vedi Proposiziane (2 25) del Capitolo 3) 


(1.16) Definizione Sia f : dom (7) + Runa funzione. Diciamo che f è derivabilo se f è 
derivabile in ogni punto del dominio intendendo la detvabilit laterale nei punti di frontiera 
appastenenti al donna). In tal caso si ha che dom(/) = dom (/) 


(1.17) Rsempio. Consideriamo la finzione f{2) = 24, con g € Q\N,q>0. St ha che dom(f)= 
{0-+00). Per ogni > O si ha che f è derivabile n con /{e) 


Quindi / è derivabile da destra in 0 solo se g > 1 ein tal caso D' /(0) 
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1.1 Punti di non derivabilità 


Introduciamo una classificazione peri punti di non dci a di ua fumione, sta per i punttim 
cui f è continua ma non deivabile. 


(1.18) Definizione Siano f : dom(7) - Rune funzione e ro € dom(J) un punto intemo 


a dom(f) 
Diciamo che sy è un punto angoloso per f se esistono le derivate laterali D=f{my} € 


D-1{) ma sono diver. 


Osserviamo che per il Teorema (1.15) f è continua n x; 


(1.19) Esempio 


Consideriamo la funzione f{} 


0è angoloso pe / 
100). 3 


Tipuntoz, 
Infatti, D* (0) 


Figura 4.1: La funzione f(7) = 


Osserviamo che in questo caso le semineste tangenti l grafico fa (0,0) sono ripettivamenze 
cr ey = r 0 formano fra loro un angolo retto. Risulta quindi giustificata la denominazione 


ù 
punto angaloso. 


Talvolta si parla di punti angolosi anche quando uno dei due limiti Taterai del rapporto 
incrementale di fin 2, è infinito e l'altro este Snito, purchè f sia continua in 


(1.20) Esempio Consideriamo la funzione 


RVESEZZTI 
nota nilo 
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11 punto £, = 0 è angoloso 


per a funzione f 


Inftt, {è continua in, 
D'f0)= a 


Figura 4.2: La funzione f 


Osserviamo che in questo caso e semineste tangenti al grafico în 0,0) sono rispettivamente 


p==zex = 0e formano fra loro un angolo di ampiezza 5. 


Diciamo che 7, è una cuspido per f se f è continua in x e esistono infiniti diversi fa loro 
da) it) 


dim tim, 


Tn questa caso è necessaria ipotesi di continuità di fin 25 


(1.21) Esempio. Consideriamo la funzione f(x) = #3 


perl fine (6) = 37 è ; 
ttt 
hg COZIO io Po 


Osserviamo che in questo caso lo semirete tangenti al grafico in (0,0) coincidono con il semiszee 
positivo delle ordinate 
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Diciamo che 5, è un punto di flesso a tangente verticale per { se f è continua in 2, 
LEI ZIA oa tim LEI= Sl09) 


e esistono infiniti e uguali i miti tm, 


250 oppure 


n questo caso è necesazia ipotesi di continuità di fin 2s 


sr. 


(1.22) Esempio. Consideriamo la funzione f(5 


TI punto 2, = 0 è un punto difeso 
a tangente verticale per 


ta funzione F{2) = 3 


Figura 4.4: La funzione f(e) = 97 


Inf 


Osserviamo che in questo caso le semirette tangenti al grafico in (0,0) sono le due sermivette uscenti 


da (0,0) la ei viene è la retta + 


(1,25) Osservazione. Negli esempi precedenti il punto di non derivabitità è i punto che annulla 
valore assoluto oppure la radice. Questo mon significa che ogni qualvolta ci sta un valore assluro 
oppureuna radice, allora automaticamente c'è un punto di nun dernabil “a. Ad reempio le fenzioni 
40) = sia e ale) = x9F contengono rispesivamsento un valore asoluto e une radice, ma cono 
derivabilim 270. Int, 


La presenta di un valore aroluto 0 di una radice deve farci pensare che potrebbe esserci 
un punto di non dervabili“ a. Questo punto candidato ad nere di nom dervabilità è il punto che 
annulla l'argomento del valore assoluto 0 della radice (radicando). 

Infine sì cervi che esistono alt tipi di punti di non deriva’ a che non rientrano nelle 
categorie precedenti. In questi punti la funzione f è continue ma non esistono uno o entrambi i 
initi Taterai del rapporto incrementale di Yin questi punti 
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Ad esempio i consideri la funzione 


siena 


o sero. 


Figuro 4.5: La fanzione f (il grafico non è |’ Figura 4.6: Particolare dell funzione f in 
in sca) rn intomo di e = 


Quosta funzione è 
sito i iti laterali 


continua in ogni punto di R ma non è derivabile in e = 0. Infatti, non 
tspporto incrementale di fin 0, esendo. 


LOI i OLE im (cent) a 
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1.2. Algebra delle derivate 


(1:24) Teorema | Siano f : dom(f) + R e 9 : dom(0) + R due funzioni deriabili in 25 
punto interno a dom (1) dom (9) 
Allora valgono seguenti ftt 


) J+ 9 è derivate in 1 e si ha che 
UF+gl'(za) = (20) + 9/70); 
8) po è dernabile in 23  si a he 
Ufal'ira) = f'rooira) + fraz 
) se (1) #0, allora è deren 2 0 sé ho che 
Go 
1) 07 Tee 


@) se otra) 70, allora 4 è derivabile in 2, e si ha che 


(O) ME LATENESITIOA] 


trai 


Dimostrazione. 


@) È un'immediata conseguenza della definizione di derivata e viene lasciata per esercizio 
8) Sì ha che 


di UA CO i LOI Sa) 


aggiungendo. togliendo /(6,)0(#) a numeratore 


tim LL) — Cla) + flo) — Scola) _ 
sia [azien 1 ante 


sendo g devivabile in 3, è anche continua în 1 e si ottiene 


nl [e 160) Kr 


EOESTA) 


(OTISEZINTI 


Lodo se 


Quindi fo è destvabile in 2, con 


al) = Pirate) + flag) 
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2) Sì he che 


se E e E 1 {0-16 
di ICI cn RO Tri 


csendo / derivabilo n 1, è anche continua in 2, 0 ottiene 


(Ft) 


sia) 


Quindi è derivate in 2, con 


A) Segno immediatamente da b) ©) 


(1.25) Osservazione Se AER e f è uno funzione derivabile in 23 intemo a dom(f), allora per 


#) del trema precedente i ha che 


DIANN(83) = DA (19) (1) 


Quindi l'apratore di derivato, cioè la funzione D : Fj + , definito sull'insieme dell funzioni 


derivabili , in quello dello funzioni F, è Imoare, 


(1.28) Esempio 


1) Sia P(0) = vat + n 12014 00 + ag + 0g un polinomio di grado n € N, n 2 1, Allora la 


derivata di ?'è il polinomio di grado n — 1 


PE naattt fn Mata VER 


tn particolare 


PAR) > Tel 120° + Ort Dbrt do > Ple) = 280° IA le 6 


corda, VreR 
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E è pe gni e dom(f) 


DER er ine DON) _ coste — in 


sa 


(1.27) Esercizio. Dimostzare che 


D(snb)(r) = cose D(cosb)i e) = ana 


(128) Teorema | (Derivata della funzione composta) Siano f : dom(f} + R eg 
dom (9) > B due funzioni con im(f} C dom(0) € a punto snterno a domif) tale che /(%) 
È interno a dom (9). Supponiamo che Y sio derivate in 9 ©9 sia derivate in {{%). 
Allora go $ è deriatile ra e st ha che 


Mosa) SUI) 


Dimostrazione. Essendo 9 derivabile in {{z4), allora per la Prima formula dellineremento Sito 
(odi Osservazione (1,8), si ha che 


al) all (1) = Ual Stra] + ola Sta) 4 SN) 


Essendo $ deivabile n zo, alora f è continua in sy e quindi #(5) > $(&) per > se. Preso 
y= SG) si ha he 


CORIO RESOR RITO SEE 


Alora i ha che 


i PECE ALI ig | ADSL n] 


2 fr ltd 
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= tim AF) =) 


Quindi 90 f è derivabile in 2, con 


CENTRI 


Med") 


Poiché la nozione di derivata è locate, 'ipotest im(/) 
di poter defnive la funzione composta 2. 


(1.29) Esempio 


dom (9) non è restittiva © garantiae 


1) Catcoltamo la derivata della funzione f2) = sin 2. Oscerismo che / è così ottenuta 


22% sine 8 (eno)? — inte 


Quindi la derivata di f è 


Pt 


[DL] fin) (Dein) 


2) Calcolare la derivata della funzione f{r) = sin. Omerviama che f è co ottenuta 
24552 4 dina. 


Quindi Ja derivata di f è 


fa) 


(Din) (2) [Prc ver 


3) Cadcoliamo la derivata dell funzione f) = log |a. Osveriamo chef è cos ottenuta 
25 be] SS ogld 

ee l'Eco (1.5) i ha che 
tipi = ezio 


Quindi Ja derivata di f è 
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ox let)] Osserviamo che 


4) Sia g: dom (9) + R dervatile. Calcoliamo la derivata di /{ 
£ è e ottenuta 
#2 a(7) Lla(e)| 25 tog lot) 


Applichizzo due volte la formula dî derivazione delle funzioni composte: 


LA) = Dioal{Is(2}) [DA 1es}]t2 


1 
Ti (LLMeta) ct 
Fig] bla) st 


(1,30) Osservazione Come si evince da questi ultimi due esempi, nel calcolare la derivata della 
funzione log] -| è assolutamente inutile esplicitare il valore asoluto 


(1.31) Osservazione: Siano A © R non voto e gh A — R due funzioni dervabili com p(r) > 0 


perogniz € A. 
Allora Ta derivata della funzione {x} 


tea [reonisare (romeni) | 


Dimostrazione. Scrivendo la funzione fin forma esponenatale sì ha che 


Iata)it è 


Yo] 
Per i Teatri (1.24) è (1.28) i ha che 


Pla) = D(attrtt) 


peli (boing) +} 


st (orbita) +0) 


Do) 


(1.35) Bsempio 
1) Calcaliamo la derivata della funzione {5} = 2°. Scrivendo / in forma esponenziale i ha 
Ia=ren 
Allora, peri Teoremi (124) e (128) si ba che 


fla)= D (eb) 
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2) Calcltamo la divivata della funzione (() = (1 + 2) Scrivendo Yin farma esponenziale si 
ha 


Allora, per i Teoremi (1.24) e (1.28) i ha che 


PRE) = D (eli 


sett (1+ b) 


(1.54) Teorema | (Dorivata della funzione inversa) Siano / © R un intervallo, f:1+R 
una fanzione continua e invertibile e 2, un punto interno a. Supponiamo che f sia derivabile 
in con (13) #0. 

Alora f-i è deriabite in pp = f(60) € si ha che 


Dimostrazione. Poiché £ è continua e invertibile su un intervallo, allora per le propria globali 
delle funzioni continue (vedi Corollaio (6.7) e Teorema (6.16) del Capitola 3) si ba che J = S{N) è 
rn intervallo f *-J -4 è continua. Inoltre y, è intemo a J. St ha che 


im PL 
LATE 


Quindi (I è derivate in go con 
1 1 


(CY = 7 


(1.55) Osservazione. La ts del trorema precedente po essere «rita anche in questo modo: 


let 
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e invertendo il ruoto di fe 1° diventa 


1) Calcoliamo la derivata della funzione f{r} = aretan s. Sappiamo che f : R 


(1.56) Esempio 


Vinversa di f-1: (-2,5) > R, £!(y) =tany. Per l'Esempio (1.26) si ha che 
(PI) = 14 
Quindi per Ja formula della derivata della funzione inversa 
1 1 1 
ria nic; - LL ver 
VO STATA art] i Ta 


[en fate) na] 


Analogamente si dimostra {por eecizio) che a derivata della funzione {9} = arccot è 


sa 


2) Calcolisno le derivata della funzione f(5) 


Vinvesa di fot: (8.8) + 121.11!) 


Ac2<1 


1 1 
(TE) — sos tansinz] 


veli) 


Osserviamo che 


16 (-1,3) — pearcinz e ( 


> costare) = ST ni rca) = 


Quindi 
1 1 


Fortis) © VITA 


© vee(-1,1) 
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Consideriamo ora 2 = +1, Si ha che 


su) 
7 


dim 
BT] 


9) La derivata della fanzione fe) = arccoe è 


Ho] 


we(-1,1) 


Inoltre non ammette devivate laterali in +1 


(1.57) Proposizione. Sia f 1 dom: 


Rana funzione derivabile € simmetrica. Allora 


Pron > S' dinpari 


Fiispari > Speri 
Dimostrazione. Segue dalla derivata dello funzioni composte {per serio). = 


1 teocensi (124), (1.28) e (1.4) valgono anche perle deivste lateral 
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2 Teoremi fondamentali del calcolo differenziale 


2.1 Teorema di Fermat 


Richiamiamo la definizione di punto di massimo © di minimo locale {o relativo) 


(2.1) Definizione. Siano f: doxs (f) + R una funzione e 1, € dom). 
Diciamo che 5a è un punto di minimo locale (0 relativo) per f se eise 4 > 0 tate che 
per ogni x € dom(/) von 2 € (ro — dz, —4) i ha che f{e} > J{73). In alti termini zo è un 
pianto di minimo locale per f se esiste 4 > O tale che sy è di minimo (usoluto) per } ristretta 
a dom (7) (z5— 6 29-+ 8). In tal caso il valore f{25) è detto minimo locale (0 relativo) 
per { 

Diciamo che 7, è un punto di massimo locale (0 relativo) per $ e esiste $ > 0 tale che 
per ogni 2 € dem($) com 2 € (xa — $.20 +6) si ha che fle} < f(2:). In altri termini 20 è 
n punto di massimo locale per f se esiste d > O tale che 29 è di massizo (sssoluto) per f 
sistreta a dom (7) (a — 8,79 +5). Tn tal caso i valore {{53) è detto massimo locale (o 
relativo) per |. 

Lpunti di mascimo © minimo locali ( relativi) dif s0n0 anche detti punti di estremo locale 
(o relativo) di f. I valori di fin tali punti sono anche detti estremi locali (0 relativi) di 


L 


(22) Osservazione Nelle applicazioni sucende spesso che punti di massimo sono punt in ci 
$ è esecente in un intomo sinsstro di tali punti e decrescente în un intomo detto, mentre i punti 
i minimo cono punti n cai / è decrescente in un intomo sinistro di tali punti e crescente in un 
intorno detra. Inoltre se è derivabilo in tali punti, allora la derivata è nulla, cioè la retta tangente 
al grafico nei puri corrispondenti ai punti di masimo e minimo è orisuontale. 


Ad esempio, în questa figuta il punto 2, è di massimo lucale e 2, è di minimo asoluto per 
Noi punti del grafico aventi per ascise quosti punt la retta tangente è orizzontale 

Chistumente alte alla situazione appena descritta se ne possono presentate altre, Ad esempio, 
nella figura procedente punti 7, © 24 sono di minimo locale per { ma la dersvata in tali punti non 
è nulla (infatti la retta tangente al grafo nei punti di asia 7, 0 x, non è orizzontale), Analoga 
osservazione pe i punti di masaìmo locale 2, # 5 
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Oppure f potrei non esere continua in ali punti, come el esso della funzione fl) 
egn(r] che ha un punto di minimo in 7 = 0 ma non è consinua in tale punto 


Figura 4.7: La funzione fl} 


gala) 


Oppure Y pottrbbe non essere derivate, come nel caso della funzione /{3} 
punto di mirino in x — O ma non è derivabile n tale punto 


fl che ha un 


Oppure tali punsi pottebibero anche esere isolati nel domi 


Poiché la casistica è piuttosto vata, vogliamo poter stabilio delle condizioni necessarie e/o 
sufficienti alfinché un punto ia di ctremo locale per una funzione 


(2.3) Definizione Siano f: dom(f) + R una funzione er, € dom(} un punto intemo a 
dom (/) in cui S è derivabie 
Diciamo che 7, è un punto stazionario (0 critico) per f se f{ri] =0 
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(2.4) Teorema (di Fermat) Siano f : dom (1) > R una funzione e x € dom(J) un punto 
interno a dom (7). Supponsamo che 


I) dia derivate in za; 
4) 2 sia a pento di massimo 0 di minimo locale per. 


Altora fm) 


— 0, ob ra è im punto stazionario per . 


Dimostrazione. Suppenismo che x; sis un punto di messimo locale per / (analogamente se è 
di minimo). Quindi esisto un intomo fre) di a, tale che per ogni r € dom{f) N (x) st ha 
100) < I(20), cioè 13) — (19) <0. Quindi 


viedon (Malin > 


vredom (nt) ooo — ELLE co, 


Poiché $ è derivabilo in 24, site il limito del rapporto incrementale di f in 3 ©, per le pupe” a 
del [iti e miti Taterai, esistono e coincidono con J"(7y) anche i Timiti laterali del rapporto 
incrementale di in. Perl Corolleto (3.5) del eorenn della permanenza del segno del Capitolo 
applicato al apporto inccementale di fim 1, si ha che 

L)=s6 


f' (ca) = lim 


Ne segue che 0 < Sx) <0, cioè Jo) = Dim 
(25) Osservazione 
a) 1 "corta di Fernat è una condizione necessaria afinché un punto sa di estremo locale per 
dina funzione, Stabilisce che se un punto è di estremo intorno al dominio di {© in questo 
punto $ è dervabile (queste sono le potest), allora in quel punto a derivata è nulla 


Questo significa che 


Questo non significa che 


GW] 


è stazionario per la funzione f(x) = 2°, essendo Je} = 352 e quindi 
#0) = 0, ma non è di estremo, dato che in ogni intorno (6) di 0 esistono punti r tali che 
12) <J0) < Sla) 


Infatti, 11 punto i 
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5) L'ipotesi che 5, sia interno non si 1a omettere. Infatti, sez, non è intero ed è un punto 
di cetremo, allora non è detto che sia stazionario. Ad esempio, se considerisrao la funzione 
{ * [0.1] > R deftita da fe) = 2, allora £ = 0 è un punto di minimo per f es =1 è un 
punto di massimo per , ocendo f(0) = 0 < J{r} < 1 = f(1} perogni € {0,1}. No f 
non ha punti stazionari, essendo (2) = I per ogni € [0,1). Osserviamo che De 1 non sono 

DI) 


interni a dom(/) 


(2.0) Osservazione. I punti di massimo © di minimo di una funzione reale di varistile teste vanno 
cercati fra: 


1) 1 punti di frontiera appartenenti al dominio (ad esempio: punti isolati, estremi degli intervalli 
ta cui unione è il dominio} 


2) è punti di discontinu 
53 è punti di non dervabilità; 
4) è punti stazionari 


1 punti di fesso a tangente verticale nos sono né punti di masimo né punti di minimo (di- 
mostrarlo per esercizio, usando la definizione di limite applicata al rapporto incrementale della 
fuszione) 


2.2. Teorema di Lagrange e sue conseguenze 


(27) Teorema (di Roîle) Sia f [8] + R una funzione. Supponiamo che 
a) $ a comtinn in fa 
8) 4 sa derivabie in (0,8) 


CEIC) 


1. 


Alora esiste ra € (0,8) tale che J"{3) =0. 


Dimostrazione. Essendo f continua su l, 8), per il Teorema di Weiestrase (vedi Teorema (6.13) 
del Capitolo 3) f ammette massimo e minimo. Quindi esistono 71 € [,B] tali che 


Sed = mint, Ml) 


Tipi, € 24 2010 spettivamente un punto di minimo e un punto di massimo per f. Ne segue 
che 

vr elabii Sr) SA SS) 
Se ni € {2,8}, cioè coincidono con gli estemi a e è dell'intervallo [, 
in questo ordine, allora per l'ipotesi ) i ba che f(x) = f(x). Quindi 


rela: Sl)= si 


SO) => Sè contante su ot 
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N segue che per ogni € [o i ha che Je) =0, da cui la tes 

Se invece almeno uno fra 2, © 7 non coincide con gli estrersi a e è dell'intervallo a, 8}, allora 
è interno all'intervallo [a]. Quindi per 51 Teorema di Fermat in questo punto la derivata di f è 
lla, a ci Ta test. 


(28) Oservaione Tese diRlle stabile una condoni ficinto inch una fnsone 
Annota pi sioni. Le pot 4 Teena di Role sono cell, dots nad ere 
ipod no al alia è pose are un spo i ca nn le ei 
4) {non continue l'iter chiuso 
(20) tsempio La funzione 0,1) + R det da 
+ mogsci 
19-{ 


0 eroi 


e 10)= 10) 


Chiaramente f non ha punt stazionari, osendo {= 1 per ogni 7 € (0,1) 


non è consinua în 1 e quindi non è continua in [0 1, è derivabile in (0, 


1) f n06 deivatile nell'intervallo aperto. 
È sufzente considerare la funzione f [1,1] + R definita da f{5) = el, che è coninua in 
(1,1, nonderivsbile in 7-= 0 0 quindi non derivate sn (11) e tale che J(-1) = /(1) 
Chinzumente { non ha pan stazionai, essendo fr) = ogn(e) #0 perogni 2 € |- 
s70. 
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@) £ non coîncide negli estremi dellintervao 
È cufiiente considerare la funzione f : [0,1] > R definita da f{r} = 7, che è continua in 
{0,3}, derivabie in (0,1) ma tale che (0) # S{1), Chiaramente S non ha punti stazionari, 
sendo J{e) = 1 per ogni e e [0,1 


Si sotalinea il fatto che l'ipotesi "Y dersvabile nell'intervallo aperto © linsitato (2,8) comporta 
chel punto stazionario appartenga ad (a,b) e quinti non sè la, , cioè a priori nom puo coincidere 
con a 0 b. Nella dimostrazione, nel caso in cui , € ay coincidono entrambi con gli estremi 
dell'intervallo [a,b], si riesce a concludere che f è derivabile anche in a e 8 (si intende che escono 
lo derivato laterali) anche se per ipotesi $ è deivatile nell'intervallo sperto (0,8). Questo non 
contraddice l'ipotesi 


(2.10) Teorema | (di Lagrange 0 del valor medio) Sia f : [a,4 + R uma finzione. 
Supponiamo che 


a) J i comtenna in lo 


8) $ si derivate in (0,8) 
10 
Ù 


Alora esiste ny € (0,8) tale che {'23) = 


Dimostrazione, Consideriamo la funzione 9 - a,b] -+ R definita da 


16-t@, 


(ieri 


PS al 


Sì ba che 3 è continua in [e] perché composizione di funzioni continuo in [0,8], 9 è derivabile in 
(0,8) perché composizione di funzioni derivabili in (a, 6) con 


a ta 
te ISDIO, 


vre tab) 
inolre 


_A0-LOl pd) 100-103 = 


DORSICRTORIOÌ 


cio (a) = 015). Quindi g soddisfa le ipotesi del Teorema di Rolle. Ne segue che, per il Teorema di 
(st) tate che g(7o) = 0, ciò 


UOEO) 


o rie ML 


da cada tesi» 
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(11) Osservazione. 1 Tecrema di Lagrange afferma che e 7 è continia nell'istevallochiueo 
limitato [a] e è devi nell'intervallo aperta (0,8), allora see alzo um punto n queto 
intervallo aperto e cu a derivata coincide con l valor medio di in o, che è propio At-dt 
Qusto punto è detto pito ci Lagrange [n ini goomettci questo sigofica che ste uma retta 
tangente al grafico di f parallela alla vetta passante per i punti (, {0} © (b, (1) 

Evidentemente il Teoressa di Lagrange è un'estensione del Teorema di Rolle. 


intervello, 


(2.12) Corollario (Seconda formula dell'incremento finito) Siena 1 
$:1R dericabile enne 1 
Alora esiste compreso fra xy e 7, non necessariamente in questo ordine, tale che 


Seconda formula 


ia] dell'incremento finito 


TOCE 


Dimostrazione. Si applicail Teorema di Lagrange alla funzione f ristretta all'intervallo di estremi 


(213) Osservazione La cocenda formule dell’ineremento finito afferma che se f è deivabilo in 
tatto un intervallo, allra l'incremento (variazione) di f nel passare da s, a è proporzionale ll'in- 
crerento (variazione) della variabile indipendentenel passare da 7, ae attore di proporzionalità 
è la derivato di {in un punto £ che sta fra 74 © 7. Si ca solo che questo punto esiste ma non è 
quantificato. In altri termini si dice che incremento di f ne passare da 7, a è un infnitesimo 
del primo ondine se 4) 7 Od è un infinito di ondine superiore al prime ce 19) = 0, rispetto 
all'infnitesimo compione u(r) = £ - ru per £ 
La prima formata dell'incremento Snito (vedi Oscervazione (1.3)) aferma che 


4) fn) = Page nce), ir 


Entrembe contengone un termine non noto: nella prima è il (rmine trascurabile o(r — ro), 
nella seconda c'è £. La prima ci da un'informazione di tipo qualitativo, la seconda ci fornisce 


un'informazione più quantitativa. 
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(214) Toorema (Legame fra la monotonia c il sogno della derivata) Sino 1 CR 
un intervallo e £* ] - Runa funzione derivabile 
Allora valgono £ seguenti ftt 


a) se J è crescente (risp. decrescente) su P, allora fx) > O (risp. 3) < 0) per ogni 
sel; 


8) ne IG) ZO (rap. E) < 0) per ogni x € 1, alora f è rescnte (risp. decrescente) su 
: 


@) se fn) > 0 (risp PE) < 0) per oi € I, allora f è strettamente crescnte (risp. 
decrescente) su 1 


Se 1 conttene uno 0 entrambi i eci estremi, la dereabilit’adi Yin quei punti va intesa come la 
derivati a laterale 
Dimostraziane, 


a) Supponiamo che f ia crescente (malogamente se è decente) consideriamo punto 
intemo a. Dimostriamo che (5) > 0 


Sez € I con 2 zu allora J{7) < (ro) cioè J{e} — f(x) <0. Quindi 


velica > 


Poiché $ è desivabile in 2, ese i limite del repporto incrementale di f in 2, e, per le 
proprieta de iii e dei limiti laterali, esistono e coincidono con /" {sy} anche limiti Taterati 
del rapporto incrementale di Y n 20. Per il Corollrio (35) del Teorema della permanenza 
del segno del Capitolo 3 applicato al rapporto incrementate di £ in 2, si ha che 


1a) = tim LOI 3 


Se on 1 è i stro di 7 appatenent 1, a espio l'emo desto (maozamene 
ne È it), alora per ipotesi sie a dsvata sia di Jin 2,. Procedendo conse sn 
prvodenta a ci 

veerii<a — HM 30 
e 3 Collio (35) dl Terna la permanenza del segno del Capitolo 3 appel 
sporto intente di in 2 i ba che 
MAZICETIONÌ 


Dil) 


ata cia tesi 
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5) Supponiamo che f(x) > 0 (analogamente se Jr) < 0). Dimostriama che Y è erecente su 
E. Siamo zie) € / om sy < 2, Proviamo che f(r,) < f{z;). Per la seconde formula 
dell'incremento finito applicata a fi, esiste è € (71,3,) tale che 


fn) fr {Orca 


Quindi f{2,) < f(z2) 0 por arbitrario di 1,2, € 1 si ha che f è crescente a 


è) Sì procede come ne caso precedente (per reercizo) 


(2.15) Osservazione 


8) Questo teorema lege fra oro la monotonia della funzione el segno della derivata prima Si fa 
notare che vale solo se } è definita su un intervallo. Infetti la fuxzione f{=) = * definita 
au dom(/) = (00,0) (0, +0, che nom è un intervallo, è derivabile con {'(2) = 5 < 0 
per ogni £ 4 0, ma non è monotona. Invece ristretta all'intervallo (00,0) oppure (0,00) è 
seriamente decrescente 


1) Sinteticamente possiamo scrivere 


Feresconto im] 
f dcerecento inf «> Sr) <0, 
PA>0 Veel > fan 


Hamsento crescente in, 


reo 


wwer 4 avettamente decsecente in. 


Nelle ultime duo afermazioni non vale fl viceversa Infatti, la fanzione fe] = 2° è eretta. 
monte crescente su R ma J'{r) = de? non è positiva perché si annulla in 


L'importanza di questo risultata è evidente, Infatti, per le funzioni conti su un intervallo, 
© quindi anche per quelle derivati, la eretta monotonia è equivalente allinettività è di 
conseguenza all'invetibilità (vedi Toorema (6 14) del Capitolo 3) sulle propria globali delle 
funzioni continue). Inoltre, sappiamo che l'analisi della monotonia di una funzione è un 
problema talvolta molta complesso da risolvere in modo algebrico. Questo risultato ci fornice 
‘ano strmmento malto potente per sudiare la monotonia di f, chiaramente nell'ipotesi che f 
sia derivabile su un intervallo 
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(2.16) Corollario | Sta f [a,b] > Runa funzione. Supponiomo che { sia continua in [a,b] 
e derabile n (a,b 
Altora valgono + seguenti ftt 


a) se Sx) > O firap. JE) < 0) per ogni x € (0,4), allora f è crescente (rp. decrescente) 
se fd 

D) se JE) >0 (risp. {"(x) <0) per ogni x € (a,b), allora f è strettamente crescente (risp 
decrescente) su a,b) 


Dimostrazione. 


a) Supponiamo che #"z} > 0 (analogamente se {r) < 0) per ogni x € (a), Per il teorema 
precedente applicato a J, s ha che J è crescente su (2,5). Per dimostrate che f è crescente 
sa [0,8] romano da provate che per ogni x (18) si ha che J{a) < /(9) < {(0) Sta quindi 
2 (8). Perl Teorema di Lagrange applicato a {1 fjxy esistano € (0,2) e € (3,8) 

IO 10-10-1096 


zo > Ss 


= IM-JO=fogeoa>o > Mass 


Quindi f è crescente eu 


CI 


h) Sì procedo come in a) 


(2.17) Osservazione: Questo corollazio ci dice che è sufficiente conoscere il segno della derivata 
nici punti interni dell'intervallo, purché } sta contina negli estremi, per conoscere la monotonia di 
$ a tutto l'intervallo. È utile per stabile lo monotonia di f quando in uno degli estremi è definita, 
contisua ma non deivabile. 

Questo risultato vale anche per gli intervali in cui uno del due potermi nom è incluso oppure è 
+00 oppure =vo 

Si sottolinea i fato che f deve esere continua negli estremi. Se non lo è, può non esere 
monotona. Ad esempio, la funzione f - 0, 1] > R definita da 


10-(; 2355 
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nonè concinua in e 


è derivabiletn (0,1) con f(x) = 1 per ogni £ € (0,1) ma non è monotona. 


(2.18) Teorema (Test per la ricerca dei punti di massimo e minimo) Siane f 
dom (1) + R, 1 € dom(7) um intervello e 9 un punto interno a P. Supponismo che f sia 
continue im De che $ sia derivbile in 1\ Cra} 
Allora valgono i seguenti fatt 

a) se fe) > O peromi re 1 con 2 < 2a e F(2) < O per nin e 1 con > 2, alloraza 


è om punto di massimo locale pe fi 
PA ti 
Mernr 
PRI 


8) se Ste) <0 per ogni 26 £ ona za e J'(r) > 0 per ogni n E 1 conto za alloraro 
è an punto di mmemo locale per fi 


x 1 


È 
Po i 


e) se FI) > 0 per ogni a € 1 con a # ru olloraz, non è né un punto di massimo né un 
punto di menomo per fi 


PA ti 


37 
+ i? 
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8 se Pe) <0 per ogni € 1 con x # 1, allora, non è né un punto di massimo né un 
punto di minimo per f 


Legenda 


+] #50 
|| seo 


2 |_$ crescente 


da | $ aeresente 


Dimostrazione. 


@ Racendo Pz) > 0 per ogni 7 € / von 5 < 20 © fr} < 0 per ogni 7 € I con 5 > so, peril 
cotolario precedente Ja funzione f è esscente in 1 (00,0) e decrescente in 1 N{ry, 40%) 
Allora 


vrelzsr > {le} < fim), 
veelszr > /()S/01) 


N seguo che per ogni £ € 1 si ha {() < f{xy) e quindi 2, è un punto di massimo locale per 


4 
8) Sì procede come in a) 


è) Essendo fr 
strettamente crescente in 17) (00, zi] € in 1) [x +90). Quindi f è strettamente crscente 


0 per ogni x € I con xs, per il corollario precedente la funzione f è 


sa To di conseguonza ra non è né un punto di massimo né un punto di minimo per {. 


4) Sì procedo come in) 


(2.19) Osservazione: Questo teorema fornisce una condizione sufficiente affinché un punto sa di 
massimo © di minimo locale per una funzione. Si osservi che } deve essere continua in questa punto 
‘ derivabile în tutto un intorno, escluso al più il punto teso. Il risultato si applican questo modo: 


1) gi individuano i candidati punti di massimo e di minima locale (vedi Oservazione (2); 
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2) detto 2, unodi questi punti, se $ è continua e deivabile n tutto un intervallo contenente 7, 
eseluso al più sl punto stesso, allora «i studia il cegno dell derivata in tale intervallo © pois 
applica il teorema alla funzione £ ristetta ai punti di questo invrvalo. Ne segue che sez, è 
di estremo per $ rissa a tale intervallo, alora ra è di estremo locale per 

11 Teorema (2.18) si applica anche ai punti in cu f non è derivabil, ma deve sero continua. 
tn particolare nelle ipotesi del teorema risulta che le cuspidi sono punti di estremo per f, i punti 

angolos solo se rientrano nei casi ) © 8), mentre i punti di fesso a tangente verticale non sono di 

Se he casi e) e d) si ha che $ è deivabile in 2a con {ss} = 0, cià xo è stazionario per f, 
allora diciumo che 7, è un punto di Mosso a tangente orizzontale. 
Se f è definita olo per D su (fiep. x < 2), è conrinua in x, e derivabie in un intomo detto 

(rip. sinistro) di ra allora ei ha che 

vrel, f()>0 => 2 punto di minimo ftp. massimo) locale per, 


VrEl, SE) <0 => 2a punto di massime (risp. minimo) locale per $ 


(2.20) Osservazione Supponiamo che la fazione Y abbia un numero finito di punti di discenti 
rulla I questo caso, determinati i punti di mascmo © minimo locale, per stabiice se esistono ed 
eventualmente chi sono i punti di massimo edi minima assoluto, si devono confrontare fa loro i 
valori di fim questi punti e si devono confrontare con vali dif nei punti di frontiera del domini, 
appartenenti al dominio, 0 eventualmente con i limivi di { per la variabile che tende a tali punti di 
frontiera, se pon appartengono al dorinio 

Se in un punto di massìmo il valore della funzione è maggiore o uguale a quello negli alti punti 
di masimo e ai valori (eventualmente i Tit) di f nei punti i Gontiera, allora queto punto è di 
messo assoluto per f 

Se in un punto di minimo il valore della funzione è minore o uguale a quello negli altri punti 
di minimo e ai valori (eventualmente i limiti] di { nei punti di frontiera, allora questo punto è di 
tuinimo assoluto per f. 

11 caso più fucile è il seguente: 

29 dom(f) 


#2; N 


> ro punto di massimo asoluto, 


= 24 punto di minimo aseoluto 


Chiaramente se uno dei limiti di {ir punti di accumulazione del orninto è +oo (top. oe), 
allora f nom he putti di massimo (risp. munite) asoluti. 
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Altre conseguenze del teorema di Lagrange 


Abbiamo visto che se f è une funzione costante ed è desivabil, allora Co) = 0 per ogni 
2.6 dom(f). Il viceversa è vero, sotto opportuno ipotesi, come aferms il prossimo risultato. 


(221) Teorema  (Caratterizzazione delle funzioni costanti) Siano £ C R un intesalle 
2 $ 31 => R uma funzione derivabile tale che J"{x) = 0 per ogni e € 1 
Altora f è costante su. 


Dimostrazione. Sianoz,7, € / qualunque. Proviamo che f(,) = f{z,}. Perla seconda formala 
dell'incremento finito esiste è compreso fa 2, e 2, tale che 


Hr) fc) = {Of 2) = 0 


Quindi 1(21) = f(2,). Per l'arbitrarinà di z,.2, € /, si Ba la tesi. n 


(2.22) Osservazione Se f NON è definita su un intervallo, allora il risultato può non esere 
vero. Infatti, la fanzione f  R\ {0} —» R definita da 


sa) 


nta) 


1 #er>0, 


è dexivabile n ogni £ € dom (7) con #3) = 0 ma non è costante. Si osservi che dom (7) non è un 


intervalio 


(2.23) Bsempio: Si ha che 


s2>0 

nt, 1 zione (4) definita nu R\{0}, è deivabile in ogni  # 0 con 
pet DEU: 
TA=ta Dona nas 


Quindi per il teorema precedente applicato a fin _.u) si ha che f è costante su (0, +00), cioè 


vendi SCA) = SC) = arctan 


Imotee, essendo $ dispari, perché somma di funzioni dispari, i ha che 


Veco: A 


cia 


bi 


(224) Esercizio. Dimostrae che 
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1) Vee PLLI]: arcana = srccoes 
2) VeER: o aretanz + arccots = fi 
trercì 
8) YeeR: o arccote > arccotd = 
#5 esso 


Suggerimento: procedere come nell'esempio precedente. Nel caso 1) si faccia attenzione porehé 
ta funzione (7) = arcsin + atccos2 non è denvabile in e = 41 


2.31 teoremi di De l'H°opital 


Questi termi sono uno strumento molta potente per calcolare alcuni limiti che sono forme inde. 
terminate del io [8] 0 [&], 


(225) Teorema (di De Mil'opital nella forma [0/0)} Sino A © R n intervallo, {9 
A 4 R de funzioni e 23 € RU {00} we puto di accamalazione per A. Sepponiomeo che 


0) tn fia) 


dimola) 


8) esista un intorno rs] dio tale chef e siano derivi in ogmi + € ANI(2:), #7 7a 
e che per tali si abbia 93) #0; 


2) esito lim 


m LE LIE RU{S0) 


Altora 


Tralasciamo la dimostrazione 


(226) Teorema (di De THopita] nella forma (50/00) Siero AC R un intervallo, 
Sig: A+ R due fanzioni ero € RU {400} un punto di accumulazione per A. Supponiamo 
che 


8) Fim flo) = +o0 oppure no è Tim a(e]= =00 oppure so; 
8) esista un intorno Ira) di tale che f © 9 siano derivabii im ogni # € ANI(z1), 7 10, 
e che pe tali si abbia g(5] #0, 


esista tim LE) 
1 FE) 
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Tralasciamo la dimasttazione 


(2.27) Osservazione 


@) 1 teoremi di De l'E'optal valgono anche per i miti strali, eo ey € R. 


8) 11 ‘eorema (2.26) continua a valeze qualunque sia il comportamento della funzione a nume 
stor, che abbiamo denotato con f, per £ > ra, purchè quella a denominatore tenda a +00 


oppure 0 pe > o, Si ice che vale nella ferma più gone [2] 


1 teoremi di De 'opital non i possono applicare alle successioni, perché le successioni non 
sono derivabili. Quindi nel calcolare un limite di successione, prima di far ricorso ai teoremi di 
De l'iopital, è necesazio, anche formalmente, paseare alla funzione associata alla succesione 
applicare al limite i funzione questi teoremi 


4) I teorenni di De l'Ul'pitl scaricano il calcolo del izite del quoziente di due funzioni su) limite 
del quoziente delle dessate delle due funzioni e mon della derivata del quoziente. 


1 oovei di De 'lpital è appliconoselo a Hit di quozienti di funzioni che sono forme 
Iodetermate diodi tp det: [E] [a] [2] Sme che un lime è e 
forme [0-00] llra a patto di scrivere prodotto come: quoziente di uno di cho fattori per 
il reciproco dell'uso, si po trasformare în una forma indeterminata [9] oppure (=), 


(2:28) Esempio. Calcolare im 


Questo limite è uma forma indeterminato 8]. Ino ia sì numeratore che il denominatore 

so funzioni deriva. Scormettazo di pote appicae il 'Teoreza di De l'ilopital nella forma 

[js cemncitano de nce 1a et gici a ii, oe st limite rappor 
lle deivato de eumerstore © del denceinatore. Si ottiene 


i RESTA ere lion 
Lo ieraniel e” E 
1 


Poiché i limito del rapporto dello derivate del mumerator 0 del denominatere siste ed è —4, alora 
la scommesca iniziale è tata "vinta", ossia le uguaglianze precedenti sono corrette e quindi si pavo 


concludere che 


21 
tim SME Li 


In particolare i ha che 
22) sine 


(250) Esempio: Cidcoare imp METTTE 
Questo limito è uma forme nterinate 8), note si sl mameatore ch il denominare 
sono funzioni derivabil. Scmmetino di pot pplicare ll Tera di De Topi ela forma 
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{cha ammettiamo ciance ara pt a vieta, è che mia iù limit del appro 
lo derivato el numeratore e del denominatore. Si ottiene 
die nsbiS a, ge nitia 
tm PETITE" a pp SEITE 


tiche qnt to in doc ideata [f], li toe dhe fl debitore sino 


futon deri scommettendo di poter applicare l Teena di De api el forma [5] 


Poiché i inte del rspporto delle derivate del numeratore e del denominatore esiste ed è 5, alora 
le scommesse fatte sono state “vinte”, ossia Te uguaglianze precedenti sono corette e quindisi può 
conehudere che 
sine edhat 1 
tar 
tn particolare si ha che 


ca sero). 0 


5 


Questo esempio mostra che ll procedimento di calcolo di un limite mediante è teoremi di De 
liPopital i può iterare, purchò ciano vence le ipotesi 


Se una delle ipotesi non è verificata, allora non possiamo concludere nulla 
metodo. Il caso più comune è quello in cut nox è soddisatt l'ipotesi c, cioè non 


te im LEI ie tal caso È ERRATO DIRE 
cute tp LE. a tto È 
È 


Pino © AO 


(253) Esempio Calcolare lim 14 


Questo limito è una forma indeterminata [2]. Inoltre si il numeratore che il denominatore 
cono funzioni derivabili. Scommettendo di poter applico il corea di De l'l'optal ella forma 
[2] si ottiene 
E 


sbenza pi, Deer 


Lp ca) 


Poiché ques ultimo lito nom esito, allora la scommessa è stata “persa” © quindi non sì pio 
Applicare il Teorema di De l'l'opital.. Pestasto per calcolare il Himite di parterza bisogna 
cambiare metodo. AG serio, essendo sins = o(e) per 5 > 20 e 3 


0(0) per 2 > +00 di 
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Non sempre il ricorso ai teoremi di De l'Hapital conduce a risolvere l'indeterminazione. 
VT 


(2.34) Esempio Calcolare. lim 


Questo limito è una forma indeterminata [&]; Inoltre sis il numeratore che il denominatore 
sono funzioni derivabli, Scommettendo di pote spplicare i 'eorezza di De 1H'opital nella fora 
[2] cottone 


da TRI Tg 


iterando il procedimento ottiene 


Torni 
Lim D- im EF 


È tutto corretto ma invi 


Conseguenze dei teoremi di De Nl*opital 


(2.35) Teorema | (Derivabilità in un punto mediante il limite della derivata) Siano 
TER un intervallo, f 1 - Runa funzione 25 un punto interno a I. Supponiamo che 


) J si continua i F 
8) Ja derivbie in D\ Leo} (st intende che in ny mon sappiamo se è derivi) 
esista im Jo) = LeR 


Altora f è deri n com Pra) = L Inoltre" è conti ro 


Dimostrazione. Si ha che 


Quindi {è desvabile ny con (ey) = L= 


(1:36) Osservazione: Questo teorema dice che e è continua in un punto e è diablo in 
atto un intro di 2 ma fn 2 nun è toe è dedvabil, allora se init della dra prima 
pe e til è 5, n ato loc 0 cli chef è deivbile ai ins quo 
tito è a drive di fin 2 

Se non ite di /€ 
Giogo i cao dl 
loi 

Osserviamo nolo che 


alors non posciamo concludere nulla sulla dvivabilià di Y im so 


mito del rapporto incrementale, senza utilizzare il teoserza di De 


Him #5) = +00 (-oo) =>. $ non è deiabileim my 
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Infatti, procedendo come nella dimostratione di questo teorema si ottiene 


LEI 60 te LE vol 
Snare sn tei) 


è quindi f non è deivabile in 2, 
Analoga conclusione se almeno una dei miti aterali di "in 2, è =50 0 —oe. 


(2.97) Esempio. Calcolare la derivata della funzione 


sa {# dei 
. 


Sì ba che f è dertvabile in ogni x 0 perché quosiento di funzioni dertvabili con 


les 


si EL 
trote 
din (0) = tn SIT 12 s00) > Je contiamo. 
tofne 
MP) «eg ELLEZORE 1 re e 


© quindi per il orema precedente f è derivabilo anche in 0 con #0) 


(1,58) Osservazione: L'ipotesi di continuità della funzione Y in 20 nom si o chiaramente omet 
tare, essendo necessaria per la desvabilit’a. Quindi va sempre vera, anche al fino di evitare 
pio precedente, 


conclustoni errate, Infatti, se i comstera una variante della funzione de 
A ralicliai 
2° ser=0, 


0, ma g non 


risulta che g è derivalile in ogni 2 # 0 com 9(5) = E. inte lim 


è derivabile în 2 = 0 perché non è continua îa questo punto. 
Si rammenta inoltre che il Teorema (2,35) è solo una condizione sufficiente, come mostra i 


prossimo esempio 


(2.39) Esempio Calcolare la derivata della funzione 


stanl sesso 


Tori 


0 er 


Sì ba che J è derive in ogni x #0 pesché composizione di funzioni derivabii con 


Pl) carenti cool 
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Inoltre 


im f(o) 10) > Ja cntinusin0, 


Infine 


tim fe) = lim(2e nl 


Quindi non possiamo concludere nulla sulla deriablit a di {in 0. Bisogno cambiare metado. Sì ha 
che 
ecE 


© quindi f è deivabilo in 0 con 0) 


CORPICLTI 


0. Evidentemente in questo caso / non è continua in 0. 


(2.40) Bsercizio Determinare une funzione f derivabilo su R con 0) = 1 e tale che e = 0 sa 
un punto di disontimit’a per {*. 


(241) Toorema | (Discontinuità della derivata) Stano / © R un intervallo aperto 
4515 Rua fmztone derivalile 

‘Altra J! non può presentore punti di discontinuità eliminabile 0 di prima specie. In altri 
termini, se P' è discontinua. allora presenta solo pui di discontinuità di seconda specie. Ta 


particolare, se 9 €] è un punto di discontinutà di, alora non esistono tm PC) 


Dimostrazione, Sia. € / un punto di dicmtimit’ a per. Procedisomo per assurdo e supponia- 
no inizialmente che 1, sia un punto di discontinuità elizinabile. Quindi si ha che 


lim fi) 


RS) 


Poiché per ipotesi f è derivabile su /, è anche continua. Allera per il Teorema (2.5) st ha che 
410) = le accanto. 
Supponismo ore cho 7, sla un punto di dicontinuità di prima specie per f", Quindisi ha che 


Ah 


Pe) = tm 


0) = tim LOI a tp) 


e quindi, 
specie. 
L'ultima affermazione scende dall'Osservazione (26), = 


Ly: assurdo. Quindi non pi presentare punti di discontinuità eliminabile o di prima 
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La funzione f dell'Edempio (239) è derivabile su R e 0 è un punta di discontinuità di seconda 
specie per { 

(242) Osservazione: Grazie al Teorema di De l'Iipital nella forma 
semplice per classificare i puasi di non devia. 

Infot, sta f : dom(S) + R uns funzione e sia 2, un punto intero a dom (f), Supponiamo 
cine fia cantina in 2,0 che f sia deivabile in tutto un intorno di sy contenuto în dom (f) escluso 
2, ti cui non sappiamo se {è derivabile. 

Allora valgono i soguenti farti 


abbiamo un modo più 


0) te i limiti laterali Tim Je) esistono finiti e diversi fra loro, oppure se una è finito e l'alto è 


infinito, allora x, È UR punto angoloso per f; 


8) 60 i limiti laterali tm, {e} esistono infiniti e diversi fia oro, allora 7, è une cuspide per fi 


2) se iti laterali. Lit #"() esistono infiniti uguali allora 7, è un punto di Seo a tangente 


veticalo per |. 


2.4. Derivate di ordine superiore 


(2.43) Definizione Siano f : dom(/) + R una funzione er, € dom(7) un punto interno 
a dom (7). Supponiamo che f sia derivabile in un intoma 1{5,) di 2, contenuto in dom(/). 
Diciamo che f è dorivabile due volto in 7, e J"è derivabile in ze in tal caso chiamiamo 
dorivata seconda di f in 1, la derivata (prima) di J" in 13 © la denotismo con uno dei 
seguenti simboli 


si 


sa) Dite i Ta) 
Quindi 
LOS) 


ti 
î_ da 


L= 


e et finito 


Da un puntodi vista cinematica se consideriamo la funzione spostamento di un punto lunzouna 
vetta in funzione del tempo, la derivata seconda di questa funzione in un punto { è l'accelerazione 
ietantanes del punto all'istante di tempo fe 

Se A € dom(7) è non vuoto diciamo che f è derivabile duo volto in A so f è deivabile 
ue volte in ogni punto di A. Ts ta caso è definita una funzione, detta derivata seconda di /, 
denotata con $" (oppure D3, É£ 0 }) 

SAS 
2 i") 
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tm modo ricorso possiamo introdurre le alte derivate di una funzione 


24 € dom(/) un punto intemo è 


(2.44) Definizione Siano f: dom) - Rune funzicn 
diom(), n E N con n > 2. Supponiamo che f ela derivabile n —1 volte în un intomo 1(2,) di 
9 contenuto in dom {S) 

Diciamo che / è derivabilo n volto in su se la derivata {n — 1}«sima di / è derivabio in 
a e in tal caso chistziamo derivata n-esima di f in 2, la derivata (prima) della derivata 
{h — t}cosima di fin xy e la demotiao con uno dei seguenti simboli 


PO) DI Lia) 


Quini 
LEM) 


196) = (1-1) tn) 


esita init 


La derivata nesta è anche detta derivata di ordine n. 


tn nere si usa peivere 9 94 Ji0, J09, ce. Poniamo inoltre = f. Evidentemente 


he che 


purti= n s0= piro” 
gir (geo) = (a) ed 
Le derivate laterali di ordine superiore al primo i intinducuro in modo del tutto analogo 
quell laterali prime). 


(2.45) Definizione. Siano / CR unintevallo, {1 -> Runa fenzionee n € N con n >1 
Diciamo che f è di elasso C® su { se f è continua su 1 © in ta) caso seriviamo f € C"(1) 
oppure $ © C(), Ne seguo che C*(1) = C(7) è linsiome delle funzioni continue definite 
all'intervallo 1 

Diciamo che f è di elasso C' su 1 se f è derivabile con derivata continua su 1 e in tal caso 
scriviamo f € CI(T). Ne segue che CT) è l'insieme delle funzioni deivabili cun derivata 
continua definito sull'intervallo I 

Diciamo che f è di classo C" su | se f è derivabilen volte con derivata n-esima continua st 
1 è n tal caso sriviamo f € C(1). Ne seguo che C"(1) è l'insieme delle funzioni deivabi 
com derivata nesima continua definite sullintervatloF. 

Diciamo che f è di classe C® su / se $ ammette derivate di ogni ordine si 1 nin tal caso 
eriviamo f € O"(1). No seguo ehe O"(1) è l'insieme delle fanzoni che ammettono derivate 
ai ogni ordine definite sullintervalo 


(2.46) Esempio 


1) Consideriamo la funzione J 
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Sì ha che J ammette Te derivate li ogni ordine, cioè J € C*{R}, e per ogni n € N 


seta 


\ Ver 


2) Consideriamo la funaione fe) = sins Si ha che 
LC) = oss, 
PE) = UTO) 
sota) = YA) = [DI anita) 
FONTE) = (PA) = [Dico)](e] = in = (6), ce 


Quindi { ammette le derivate di ogni ordine, cioè f € C®(R), per ogni n € N 


-itainz seno 28 
= {04 È ver 
(otitcosr sens 28+1, 


3) Consideriamo la fanzione f(x) = coex Sì ha che 


Quindi f ammette le derivato di ogni ordine, cioò f € C'"(R), e per ogni n € N 


vrer 


ot {Ma enne 
Lil (RR en-2+1 


4) Considero la funzione f(2) 


n, con n EN. 


Sì ha che per ogni + ER 


STRICRETESERI 


dla) nf -1)2 
SO) =0, Van 


Quindi f ammette le derivato di ogni ordine, cioè f € C(8) 


(BAT) Osservazione Siano! © R un incervall, n € NU{sc} è /.9 € ©"(1) 
Allora + 91 f9 € C"(1). 


Dimostrazione. Per esercizio. 
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(2,48) Osservazione Siano /,J CR due intervalli, n € NU {oo}, $ € O*{I) e 9 € 0*(2) tali che 
‘MEI 
Allora go f € C#{1) 


Dimostrazione. Per esercizio. ® 
Th base a queste due owervazioni al ha che tutte le funaioni che sono composizione dele funzioni 


elementari 2° {a € R}, a, log, , în, eoex sono di lasco C'® su ogni intervallo contenuto nel loro 
dossinio 


(2.49) Esempio. Consideriamo la funzione {+ RR definita da 


4a) 


fees mito 


0 er 


Determiniamo il massimo n € N tale che f € C"(R}, 


Osserviamo che f è continua si R. Inftt, se 2 #0, allora J è continua in perché comparizione 
di funzioni concinue, See — 0, allora 


tim ACE) = hm sten t = 0 110) 


è quindi f è continua anche in 


Dorivabiltà 


0. Quindi f € CR) 


4 è derivabile in ogni x 7 0 perché composizione di fenzioni derivabili con 


Se) detan i rioeì 


Imolte in ogni x 0 i ha che è continua perché composizione di funzioni continue 
Consideriamo ora £ = 0. Si ha che 


con JO) =0 e inoltee è continua in 2 


dim") = im (3 ini — cos 


Quindi per il Teorema (2 
Quindi / € CRI 


Fà dervabile in 


Derivata seconda 


1 è derivabile due volte in ogni x 740 perché composizione di funzioni deivabii due volte com 


I76 
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Moltre im ogni x 0 si ha che è continua perché composizione di funioni continue. 
Si ha che 
(CI 


Non possiamo concludere nullasulla derivata seconda dif in 0, Certamente, o f ricultaee derivabile 
due vote în 3 = 0, allora la dvivata seconda di f non sarebbe continua n 5 = 0. Quindi possiamo 
n da ora ga concludere che f mon è di claee Csa R. 


Consideriamo ora £ 


Pa) 


Concludiceno comunguo l'esempio indagando la drvabilità seconda di f in x = 0, calcolando 


il imite del rapporto incrementale di JD. Si ha che 


tg AOLO pg e 


im (rano) a 


Quindi f non è desivabile due vole e £ = 0. To conclusione sì ha che f è di clase COR). Ne segue 
che il massimo n per cui f € C"{R} è 1 


(2.50) Esercizio. Determinare una funzione appartenente a C*(R) ma non è C*(R} 


2.5. La formula di Taylor 


Siano f + dom ()) Re 79 un punto intemo a dom (1) Supponiamo che f sia derivabie in x, 
Allora per la prima fornnala dell'ncrezseno Anto (vedi Osservazione (1.)j si ha che 


sa 


SaaS mole m) cdl ra), ir 


Questo ci dice che per 2 + 2, la funzione f calcalsta in x è approssimabile con il polinomio (di 
prima grado se (cs) # 0) 
Pile) = fo) + Pete) 


a mono di termini trascurabili siuetto a 1 79, Quim 
$ com Pi in un intorno di 2) contenuto nel dominio di f è 


ere che commettiamo nell'approssimare 


(rr), 1a 


Ha Pd = SA fia) Paolo) 
cio è un infiitosimo di ordine superiore al primo per r + 7, 
Ci poniamo la seguente domanda: questo errore si po quantificare meglio, cio è uninfnitesimo 
di ordine 2, oppure maggiore di 2? 
Per stabile se è di ordine 2 0 superiore a 2, calcoliamo il limite 


LALA) 


Sibache 
fin LECITA im LETI lille cn) 
lata) 


di uno forma indeterminata 8). A numeratore } è devio in 2, metro P; è un polinomio e 
quindi ammette e deivate di SE ondine) desotinatoreè un polinomio di econdo grdoe quindi 
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asnett Teddivat di ogni rdine. Sena alte informazioni ipotesi non possiamo calcolare questo 
timito. 

Supponiamo quindi che f sia derivabile duo volto in ,. lx particolare è davabile in un 
intorno di ro, Allora anche la conda ipotesi del Toresa di De "opa (2.25) è soddisitta e 
ha che 
VOR TEA) 
Sena A Gun 


110 -S"a) _1 


(0) 


Ne coguo che se $ è derivabile duo yolte in 7, allora 
1 


Ha Pi = zl n +o(e n) 


soè l'esore (e) — Pi (5) è un infnitsimo di ordine 2 se {zy) # 0, di ordine superiore a 2 se 


1a) = 0 per 2 - 25 In particolare 
SA = Pt ile atto (le) 
Sim Geni volato), 1 
Foro 


Pi(e) = {069 + L'isola 20) + tools) 
i osserva che se (xy) # 0, allora P, è n polinomio di grado 2. Quindise $ è derivabile due vole 
{7 lora 
f@=B@io(ea) v 
cioè è approsimabile con il polinomio P (di secondo grado s 4") # 0) a meno di termini 
rascurabiliipeto a (2-2). Quindl'ertre che commetiamo rel'spprosimare f com , îm un 
intorno di xy contenuto nel dominio di {è 


SG) -Bla=o((-na) 7a 


tiene dal polinomio P aggiungendo i temine il"my](e =}? 
Ci poniamo la seguente domanda: questo eroe po quantificare meli, cioè è un infiitsimo 
di ordine, oppure maggiore di 3? 
Per stabili e è di ordine 0 superiore a 3, calcoliamo i limite 


ARICETAO] 
32 Goa) 


‘n infnitesimo di ordine superiore al secondo per 2 > 24. Osserviamo che il polinomio P, sì 


Si ba che 


La) = Mo) = Melle 229) Elle a a 
si (RESI 
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sa 
= tim 


È una forma indeterminata [3]. A numeratore è dervbie duo volt n 7, quindi è deivabie 
ino mentre Pi è n polini quindi ammette e derivate di ogni ordine; denominatore è un 
polinomio di secondo grudo e quindi ammette le derivate di ogni ordine Senta alto informazioni o 
porsi no postamo calcolare questo limite 
Supponiamo uindi chef sia dorivabile tre volte in 73, Tn particolare? derivabie duo volte 
in un intorno di x. Allora anche a scondaiporei del Torna di De lp (2.5) è soddista 
i ha che 
MAEIDETO) 
nea 
= POLI ie 


SE son) 


No seguo che se J è deivabilo re volte in 2 allora 


10m nea) 


cioè leone (e) — Pi (2) è un infinitesimo di ordine 3 ee {{2,) 4 0, di ordine superiore a 3 s° 


500) = 0 per £ > 2 a particolare 
S= resi) 
= 14 Paleari att eat (ea) 
Posto 


Pata) = M(6) + Pe st lena ana 


si osvrva che se /%(7,) #0, allora P, è un polinomio di grado 3. Quindise £ è derivabile te volte 
da za alora 

Ha= Pa o(-n), ir 
cioè f è approssimaile con 1 palinomio P (di terza grado se /(zy) # 0) a meno di termini 
trascurabili rispetto a (x 20)”. Quindil'svre che commettiamo nell'approsimare f con P, in un 
intorno di contenuto nel dominio di f è 


UCEIIORI CLOOREEZÀ 


cioè è un infinitestmo di ordine superiore al terso per 2 > 2, Osserviamo che il polinomio P, si 
ottiene dal polinomio P, aggiungendo i termine è /"{ro){x = 1, 
Quoso procedimento si può itorare è patto di cupporre di volta in volta ch l'ordine di der 
sà di Sin xy aumenti. In generale se f è derivabile n volte in zy, con n € N, n > 1, allora è 
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plawsitileche in tutto un intorno dix contenuto in dom (7) si possa spprossimare f coniì polinomio 


al'osltamat a elle naa 


Pula) = 1) Slele=2) +7 


+ ea 


= Lr lla) 


‘a meno di termini trascurabili rispetto a (e — zo)" per x > za, cioè 
1}- PA) solenne 


fl) = Palo) + vile) 


“ P+ ire ra 
Cnllemr+ pe ol 


jus 1 
= Str) + Sl + 7 


1 
Satta sollemal. san 


NI polinomio P, è detto polinomio di Taylor di ordino (grado) n di { contrato in sy, L'errore 
(4) P, (e) è deeto resto di ordine n. 


(251) Teorema | (Formula di Taylor con fl resto di Peano) Sieno n € N, n > 1, 
7 dom (1) -> Runa fenzione derivable n ult i um pento 2 inerno a dom(J) e sia P, dl 
polinomio di Tagior di orde dif centrato ta 19 

Attrar,(0) = (9) — Pla) =ol(e —se]9) per >, cioè 


Formula di Taylor 


SE 2z0: 2950] conii resto di Peano 


11 vesto (2) = ol(e— 2,)") per x > 23 è detto rosto dii Peano. La formula di Taylor è anche 
detta sviluppo di Taylor, Se rs = 0 è anche detta sviluppo di MeLaurin eil polinomio di 
Taylor è anche detto polinomio di Melaurin 

Quindi queto teorema conferma quella che in precedenza sembrava plausibile. 


Tralaeciamo la dimostrazione rigorosa cho i basa sul Principio di induzione (vedi Appeni- 
co A, Paragrafo 2), L'introduzione che abbisto fatto a questo teorema non puo considerarsi una 
dimostrazione rigorosa 


(2.52) Lemma Sionon e N, n > 1, f+ dom(}) -+ R una funzione derivabie n volte in un 
punto 2a interno a dom) e sia Pil polinomio di Taglor di ordine n di f centrato in 1% 


Altora a derivate di P, È 4 polinomio di Tagiar di ordine n — 1 di cerato in zy 
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Dimostrazione. La derivata di 


Pa = fl) + feet ln 


EI 


TSI ta 


PE) = ft Pelle ia) + alte st 


If pra 
Tifeo nt 


= (P)9I, i tiene 


PI SUA 10 
= SG) + Ure + FUT lle lt 
1 


+ lie elena 


che il polinomio di Taydor di ordine n — 1 di J" contesta in sy ® 

(2.53) Osservazione. Si dimostta che ce {è derivbile n volte in, allora il polinomio di Taylor 

P, di ordine n di J centrato in za è l'unico polinomi di grado minore o uguale a n tale che 
IE) Rl) seller 2 

Inoltre, per ogni È = Di... 6 ha che PS (zo) = JU) 


(2.54) Esempio Co 


ideriamo la fusione (e) = sin Scriviamo ll polinomio di Taytor i ordine 


Sdifinza=0. 
Si ha che 
; 1 RFI) Laloha 
Patt) = LO) + PON + Eat + Lyra + Le Le 
Si ha che 
10)=0, f=cmr > S0)=1 sin > 10) 


1a) I, fOG)=ane > 100) 


mr SO) 


cor > PO) 
pos 


Sostituondo si ottiene 


Pila) 


i+ 
Quindi 0 sviluppo di MeLaurin di /{7) = sin > arertato al quinto ondine è 


1 


+ leva), sis 


vola mo 


Oserviammo che coincide can (231) 
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Figura 4.9: La funzione f(x) = sinz ei pelinomi di Mi 
che all'aumentare di n il polinomio P, approssima megl 


Laurin 2, di f, con n= 1,3,5. È evidente 
la funzione f in un intorno di 0. 


La formula di T'ustor con il testo di Peano è una generalizzazione per funzioni donvabili n 
volte della prima formula dell'incremento finito. Ci fornisce un'informazione qualitativa sul resto 
42) — Pt) per 2 - 

Isis anche una formula di Taylor che generalizza la seconda formula dell'incremento finito 


LE) SG) = PIC), (E compreso fra e) 


e che fornice un'informazione più quantitativa sul ento, 


(2.55) Teorema (Formula di Taylor con il resto di Lagrange) Siano n € N, n>.1, 
$i dom(/) + Rane fanzione, xo un punto interno a dom) e Z(2<) un intorno di sy 
contenuto in dom (J), Spponimo che J sia deitoble n volte con derivata n-esima continsa. 
dn (e) © che f sia derivate n = 1 volte in 1(5,) \ {2}. 

Altora per ogni € 1(3o)\ {mu} esiste compreso fra 2y © 2, non necessariamente in questo 


ordine, tale che 


ta) PA = SILE 
mala) = SP Piper 
3 uil Formula di Taylor 
se tte" coni resto di Lagrange 
Hi ost 1 (0) = EspS HE — n) è detta resto di Lagrange 


“Tralaeciamo Ta dimostrazione. 
videntomente la formula di Taylor con il esto di Lagrango fornisce un'informazione più quan 
titativa sul resta (e) — P,{3). Si oscervi che anche in questo caso c'è un termine incognito, che è 
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1 Tnfatt, sappiamo sota che (è compreso fra re 2, ma nos lo conosciamo replicitamente, come 
nella oconda formula dell'incremento Anto, Se e 7 sono suficientemente vicini possiamo stimare 
questo resto, asia possiamo stabilire al maasizmo quanto sarà grande. 
Osserviamo che il resto nesimo nella forma di Lagrange è simile al termine generico del 
Ta ; 
DE TICOICRENI 


polinomio di Tsvlor, che è del o) 


(2.56) Esempio Aliiamo visto precedentemente che 


1 
tm 


sine Fio(s), 0 


Quindiri(x) = 0(2°) per £ - 0. Scriviamo il reto ri in forma di Lagrange. Preso x 7 0, esito # 
compreso fa D e 2 tale che 


Lsoner 


pot cam] 


Quindi 


Cui lore che commetmo el colt sins com poliomio P(o) 3 — de + è i 

Sei anali mitre Agila; Ad pio per 21 ic 

MPI 
imme 


aen@on® 3 RO 


(n < 


Questo significa che se approsimiamo sin 1 con 0,847, e prime due cite dopo la virgata sono 
corrette 


(2.57) Esercizio Determinare il minimo ordine n a cis arrestare lo siluppo di MeLeurin della 
funzione (7) = sins affinché approssimando /(1) con it polinomio di Taylor di grado n si abbia 
che lo prime 10 cifre dope la virgola siano corrette (suggerimento: si proceda come nell'esempio 
precedente, imponendo ch il resto sia minore di 10) 


Sviluppi notevoli di MeLaurin 


Occupismori ora degli sviluppi notevoli di Melaurin, ossa di quegli sviluppi di Taylor in 
csi 4 — 0 che è bene imparare perché molto utili nelle applicazioni e, come tutti gli sviluppi, 
impegnativi da ricavare di volta in volta. 
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Ricordiamo che se {è derivate volte im za punto interna a dom (/) si ha che 
1 


He) = Sdf lead + Elle nat + Lt 


+) attente 


n fe] 
È una finzione di clusse C® au Re perogni ra € R e per ogni n € N si ha che fi {ry) = e 
Quindi 1 svituppo di Taylue arrestato all'ordine n di Y centrato ir 7 È pers > 0 


eepereza) ea leale 


= 


th particolare per 2p = 0 i ottiene 


s4ie+ 
Fi 


Osserviamo che per n= 1 sì ottime 
ealbrtolo), 10 
ga noto per limite notevole. 
2 fa] 
È una funzione di elasee C® eu R e per ogni x, € Ro per ogni n € N si ha che (vedi 
Esempio (2.45) 


(rapa 


in particolare 


PR (ON) 

Of 

ib vt di ondine paria soi sulle iero olo di rio dip ino alati 

mente 1 1 Ne gu che nello rlppo di MeLeuro dif 5 termi di grade pari non ci 
no qui di grado pati nno eno atematiamente + 1 


Poiché lo sviluppo di MeLaurin della funzione seno contiene sole le potenze dispari i po 
scrivere il termine trascurabile come 0 5?) anziché n (72) 


Osserviamo che per a 


sinenztole), 0 


a noto per limite notevole, 
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9/6) 
È una funzione di elase C® au Re per ogni sy € Re per ogni n € N si ha che (ved 
Esempio (2.40) 


n particolare 


cioè e derivate di ordine dispari i O sono nulle mentre quelle di ordine pari sono alternative 
monte 10 1. Ne segue che neo sviluppo di McLaurindi fi termini di grado dispari non ci 
sono e quelli di rado pari Kanno cngno altemativamente + e — 


Poiché lo sviluppa di Met.aurin della funzione coseno cantiene solo le potenze pari «i pato 
scrivere 3] termino trascurabile come 0 (2915) anziché (e) 


Osserviamo che per n > 


240 


ga noto per limite notevole. 
La funzione seno è dispari e ogni suo polinomio di MeLauri contiene solo potenze dispari la 
funzione coseno è pari r ogni suo pelinonto di Moleurin contiene soto potenze peri 


Quost fatt vale più in gonerslo per ogni funzione simmetrica derivabile n volte in 0 (diro 
stralo per reerciio) 


4) = sine 


7 


di Quid oss lenti Melania confe slo pento dpi o een 
[e Zio]een 


Mt 1 MMI 
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Quindi 


cn 


Poiché 1 sviluppo di Mel.aurin della funzione seno iperbolica contiene solo le potente dispari 
di puo srivere i tesine trsacurabile come 0 (22) anziché 0 (12) 


8) LG] 


È una fanzione di classe C® su R perché composizione di funzioni di classe C'. Inoltre { 
è pari. Quindi ogni suo polinomio di Melaunn contiene solo potenzo pari. Lo sviluppo di 
MeLaurin arrestato al 


Quindi 


Poiché lo sviluppo di MeLaurin della funzione coseno iperbolica contiene slo le potere pari 
di puo sive i temine trescurabile come 0 (11) anziché 0), 


1 


0) 1 


È una funzione di elace € eu [-00,1) perché quoziente di funzioni di classe C®. Pa 
determinare lo sviluppo di Mel.ausindi ordine n di Y calcoliamo 1 suo polinomio di MeTaurin 
di ordinen 


Pala) = 10) = SO+ FP = I: io 


50 ha che 


na = 0 


= s0) 
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> po 


Tr 


> sem-r 


Quindi) polinomio di Melnurin di ordine n di {è 


Pie)=1+r4+ 2047 


Allora o sviluppo di MeLaurin di f arrestato all'ardine n è 


Soecituendo —2 a 2, i ottiene 


7 


(58) 


+ (to), 2440 


mentre sosituendo —22 a 2 si ottiene 


I 


(259) 


Mr to(®), #0, 


In quet'ultimo coso la viluppo contiene solo le potenze pari quindi si po scrivere il termino. 
trascurabile come è (241) anziché o (2), 


4G)= log (1-2) 
È una funzione di las C* sù (-1, -00) perché composizione di funzioni di classe C®. Per 
determinare lo sviluppo di Mel.ausin i ordino n di f calcoliamo il suo polinomio di Mclaurin 
ati ondine. Sin 

Pala) = ag dar tari basrt bia 
ti palinomio di Mel.auri di ordine n di J. Per tì Lemma (2.52) si ha che la derivata di P, è 
il polinomio di MeLaurin di ordine n — 1 di f"{r) = 21. Allora per [2.58) si ha che 


PAG) art dagzodogn ttt! 
1-5 +8- +fnrioni 


Pes il Principio di ident'a de polinomi i ha che 
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Infine, poiché P.(0) = ay e 
MeLaurin di ordino n dî $ è 


Pia) 


tog(l+2)= } o 50 


Osserviamo che per n 
notevole 


1 ai tiene log(l > 


In particolare sostisuendo — a 2, si ottiene 


togtt — 


8) £(x) > acetane 
È una fanzione di clasee C={R) e dispari, Quindi ogni suo polinomio di MeLiaurin contiene 
io potenze dispari 
Per deterinare lo sviluppo di MeLaurin di ordine 2n + 1 di f calcoliamo il suo polinomio di 
Metsaurin di ordine 2n — 1, Sia 


apr — ape? — asa! = ye 


Pinel) atta 


4 polinomio di MeLaurin di ordine 2n + 1 di Y Per il Lemma (2.52) si ha che La derivata di 
Pini dl polinomio di MoLaurin di ordine 2n di fr} = 4 Allora per (2.59) i ha che 


Pia) = 0g + 2A + Fg + deg + Saga +-+ (204 Mano 
SI rt aa + (ie 


Pes il Principio di ident'a de polinomi si ha che 


Cosi 


ne Dama 


ni Dei 


Infino, poiché Ps 130) = a © Pavi3 (0) = S{0) = aretan0 = 0, ci ha che a > D. Quindi 
polinozalo di McLanin di crdine 3n + 1 di {è 
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Altora lo sviluppo di Melaurin di f arrestato all'ordine 2n = 1 è 


Gir 
3+f+t tanti 


pel Lo (a) ni 


Poiché lo sviluppo di Melaurin della funzione acotangente contiene salo le potenze dispari si 
può sriere il termine traeeurabile come 0 (5°) angiché n (220=1) 


9 sa) 
dè una funzione di clusse CS su (--, 220). Par determinase lo sviluppo di MeLaurin di ordine 


1-2)% ona eR 


nidi f calcoliamo il suo polinomio di MeLsurindi ordine: 


Pula) = 10) + PO + Mo Lee 
Si hace 
IO] 
SE)=all+s)! > s0)= 
(lato + — SO) 
PP) ala Ma + a) PUO] = ala 1]la- 2) 


in generate si dimostta (con il Principio di Induzione, vedi Appendice A, Rsempio {2.3)) che 


veni: SM) 


ala— Da = 2) la 


ETEEI 
da i gue che 

Wenkzi: /M0)=ala = 1)(a=2)fo-(k-1)) 
Allora i polinomio di Melaurin di ordine n di f è 


alati, ala ile 22), 


Pia) 
a CI 


densi O) EWCEDCEDESCECENI] 


È, ti 


Osserviamo che a denominatore compare il frtoriale di € mentre a numeratore c'è il prodotto 
di fattori, di ct il primo è 0 0 gli altri si ottengono da questo togliendo di volta in volta 
ana unta 
de fattoni 
dee ee 
a? 
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Th particolare i ha che 


Qi Ga qa 


Me < 0 allo queto moro tale il coficnto binomiale () 
Altimenti è uniamo alech ppt co lost ima delcoeiinte binomi, 
calo come da dfn, he è tao quella del oi bisomale ma mon È un 
socticiente Dinomial e petato n que ui non si chiama cocente binomiale 


Sì cseerva che se 


Quindi il polinomio di MeLaurin di ordine n di f diventa 


Ple) 


Altora lo sviluppo di Metaurin di J arrestato all'antine n è 


Qiagiertant (De (A) +e 250 


Osserviamo che per n = 1 i ottiene (14) = 1+ar-+o(s), pere -+0, già noto per mite 


notevole, 


sea 


i ottiene o eituppo di J{e) = IL (pes serio) 


Pera = ta ha 
retina 
VITE 4 l4jr #40 


Osservando che 


Merpi er 
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ri 


Cerro 


10) le 
dì una funzione di classe O su (-1,1) e dispari. Procedendo come nel cao dell'arcotangente 
{por esercizio) ottiene che 


Poiché lo sviluppo di Melaurin della funzione arcoeeno contiene sol le potenze dispasi si no 
serie 1 termine trascurabile come 0 (33012) anziché o (73041), 


(2.60) Esempio Calcolase utilizzando gli sviluppi di Melaurin, i imite 


inten 


È ne fra indetta [d] 

Paich lerici di Mele contano 1 mine cho è o icon di lato ad in 
etto ponente, re vogliamo calcolare questo Tizio con gli lupi di Mauri, lr significa 
he soiuiemo alle fazioni tumerstre © denotare i or sviluppi, che contengono questi 
“a pico”, po applicheremo i Principi di liimazione del termini tresca pe calcolare 
tito, Quindi orta bito è quello di cio 


rn MITE VIER A ene dro) 


conlmeRlm0ea,8eR 
Per fare 0 sostituiremo alle funzioni che compongono il numeratore e alle funzioni che com 
pongono:1 denominatore i loro sviluppi di MeLewsin. Conviene considerare il numeratore 
nella sua completezza, così anche per il denominatore, e non fare lo sviluppo di ogni 
tormine che lo costituisce 
Partiamo dal numeratore. Per s -) 0 ba che 


VIZE-VIZE+ dina = (1-2 (1+ 
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Sastituiamo a ciascuna delle te funzio» 


it suo vituppo di Melaurin, che sarà arrestato quando 
il numeratore sarà uguale a [r® + o(r*). Ricordiamo che 


+, 
IEZIIN 


soa (Arr, cia 
“Aerre. 240 


sine o(i®), 20, 


Conviene procodere sostituendo un termine alla volta, partondo dalle potonze di grado 
inferiore di ciascuno sviluppo. 
Si ba cho per g > 0 


VITE VITE fn 


f-ni-t+a) 


Ci ML 


risi] [ini] 


[stppo di 1 -71#] [suiuppo 


sostituiamo ora termini di grado 1 degli sviluppi (soci cono} 


Luk EG )=o i i) 


sostituiamo ora i termini di grado 2 degli sviluppi soci cono} 


VITO 


sostituiamo ora ì termini di grado 3 degli sviluppi (se ci sono) 


1,_3 
i 


z 
ex 
abbiamo ottenuto une pensa di on ceco non sullo, Pe sie e abbiamo fini, i 
raggiunto bito, bbiamo controllare che aresando a questo punto gli svilppi delle 
singolo funzioni che compongono il numeratore, ciè per tute all'ordine 3 (è un caso), 
Si abbia ch o che avanza ni loro sviluppi, cioè qullo che trascuriomo, è “o piccolo” 
dol potenza che abbiamo ottenuto 

rt e 
temine scintlo è “o picolo” dall'lfima poten che abbiamo scritto. Quiniol iso 
Secco abba ce per 2-0 


viT3- VIFI+ 


FED) 0-4 


00. s 
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ofe 


FE) 


I) [pv gin 


Ne segue che 


VITE Ano 


» 


Tr modo del tutto analogosi procede per Il denominate 


20 


M+o(e) 


tre. Ricordiamo che 


I 
1or4 ie È 


i 7 


1 


La 
cose = 1-de+ 


MED 


7 


"Hol, 5-0, 


sof), 50 


Si ha che pers > 0 


ce 


sostitutamo i termini di grado O degli sviluppi (se ci sono) 


abbiamo ottenuto una potenza di x cos coeSiiente non nullo. Per stabilire e abbimo frito, cioè 


raggiunto l'obiettivo, dobbiamo controllate che arrestando a questo punto gli sviluppi delle 


singole funzioni che compongono il denominato! 


ro, cioè per tutto all'ordine 0, si sbbia 


che d'o che avanza nei loro sviluppi, cioò quello che traseuriamo, è “0 piccolo” della 


potenza che abbiamo ottenuto 

Dagl sviluppi delle due funzioni osserviamo che e 
termine trascuzabile è “o piccolo” dell'ultima pote 
specifico stiamo che per x -» 


poi Do] 


- “e + 
ini biamo continuare. 
Soto ra emi di grado | degli ilpp 


dee 
stiamo a termini di gru 2 degl iui (e 
[la )-( 


procoliamo come in preosdenza e osserviamo che 


)--]- ded 


arrestiamo lo sviluppo ad un certo punto, il 
inza che abbiamo scritto. Quindi nei caso 


CA 


Mi-rco(e) 


PE 
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=s[240(2)]> 
Ne seguo che 
Sastituendo nel Hmite gli sviluppi ottenuti sì ottiene 


(2.61) Esempio. Determinaze l'ordine di infinitesimo ela parte principale rispetto alliniitesimo 
campione u[s) = 2 per x + 0 delle funzione 


Come suppiamo esitano tre modi altemativi ma equivalenti per determinare l'ordine di infinitasimo 
la perse principale di un infinitesizo. Es questo caso, poiché x -» 0 e gl sviluppi notevali sone 
tutti per + 0, proviamo con il metodo che stabilisce che ce riusciamo a snivere 


feto +ol), 20, 130, a>0, 


allora a è l'ordine di infinitesino © [2° è la parte principale di { per x — O. Per fare do utilizziamo 
gli sviluppi notevoli delle funzioni che compongono f. T nostro obiettiva è scstvere 


f@=be+ole), 20, 170, 050 


© quindi aresteremo gli sviluppi delle funzioni che compongono f solo quendo avremo raggiunto 


(ee 


CRESZINTI fece 109 


vai 


quo 


sula Cato) 
data Fmi (), 0 


n asta caso useremo 10 sviluppo di VIT con (= 7° — 28 e quello di cons con 1 = 7 — ir 
Conviene considerare la funzione f nella sua complotezza e non fare lo sviluppo di 
ogni termine che la compone. 
Conviene procedere sostituendo un termine alla volta, partendo dalle potenze di 


grado inferiore di ciascuno sviluppo. 


302 5. ancelotti, Lesioni di Analisi Matematica I 


Si ha che perz > 0 


Ha) VIFATEAI cca (a det) (140 a) nce (1- pe) 


( 
RIA 1600 
(e) e rr) 


Fani] ari] 


sotituiamo i termini di grado 1 degli sviluppi (se ci cono): in questo cas lo la funzione VTTT ha 
il termino di primo grado, ma essendo {= 2? — 2 risul 


ca che questo trmino contiene una potenza 
digrado 2 di e. Pestanto aggiungiamo anche l termine di grado 2 di ces, che esendo s = 7 17? 
contiene sicuramente una potenza di grado 2 di 2. Ottentamo quindi 


sa=|H}@-2) a) 


abbiamo ottenuto una potenza di + con coefficiente nos nullo. Per stabilite se abbiamo finito, 


cioè raggiunto l'obiettivo, dabbamno controllare che arrestando a questo punto gli sviluppi 
dello singolo funzioni che compongono la funzione f, si abbia che d'o che avanza nei 
toro sviluppi, cioè quello che trascuriamo, è “ piccolo” della potenza che abbiamo 
attenuto. 

Dagli sviluppi delle due funzioni oserviamo che se arestiamo 10 viluppo ad un certo punto, 
termine trascurabile è “o piccolo” dell'ultima potenza che abbiamo scritto. Quindinel caso 


CON] -[-36-59)-[] 


= pete (2) 


quindi dobbiamo continuare. Sostituiamo i terzini di grado 2 degli sviluppi di VTFT e coss 6, 
tenendo conto che 1= 3 


ste 9 2 13%, facciamo slo È calcoli necemari prt avere una potenza 
dir. Otteniomo 


tienilo] 


fa= 


abbiano ottenuto una potenza di 2 con coefficiente non nullo. Procedendo come in precedenza 
osserviamo che i ha 


sa = ie] 
ita e] 
dere): Pre] 
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Quindi 


sa 


Ne seguo che l'ordine di nfinitesizo di {è 4 e la parte principalezispetto allinfinitesimo campione 


con (e 


idee), #0 


air) = rper ra 08 Lr 
(2.02) Osservazione. Si sottlinea il ftto che i pocatcolare 1 sviluppodi Taylor di una funzione 
$ contrato n un punto ce la fenzione è dertabile almeno un certo numero di volte in quel punto. 
Tuttavia anche quando questa ipatesi non è soddistta può essere utile, per esempio nel calcolo di 


limiti 0 di parti principali, procedere nello sviluppo formalo della funzione, oituppo che non 
di 'astor so non produce un polinomio, ccè se contine potenze con esporento non naturale della 
variabile. 


(2.63) Esempio Consideriamo la funzione f{a} = e. 1l dominio di f è [0, +50) e i ha che fl 
5 em Ce n (0 +00), Perché ompeiaione di ozioni di ae C°/ ma non è deci 0 
ul sno he on ie Ta rata desto). Int 

tin £0I0) im 


Quindi om i po calcolare o nalappo di Mean di ordine maggine di 0 di /. Tuttavia, e 
poniamo = VE nello eituppo i e er 40, allora otro 

Soia ia ao ia i 
aaa '(()) 
atea lata iosa latio(e8), 20 
CORE. gr) a9 
Evidente questo non o ilipo di Melani, dato ch coniono potenze co capre 


so) 


nom naturale. Questa espressione ci fornisce una approssimazione della funzione f attraverso una 
funzione razionale in un intorno di 0. 


(2.54) Bsempio. Consideriamo la funzione fs) = cos yF. Tl dominio di { è [),=00) e si ha che 
$ è di lasso C® su (0,490), perché composizione di funzioni di classe ©, mentre in £ = 0 non 
Sappiamo se è dervabile. Ci Interessa procedere come nell'esempio precedente e quindi sostituise 
(= VE neloaviluppo di cont per { + 0. SÌ ottiene 


cevi=1-i (10) 


1a) 


e ql 
pers 50 

Poiché a destra nell'uguagiianza abbiamo ottenuto un polinomio, più il termine trascurabile, in 
niet dell'Osservazione (2.53) questo polinomio è il polinomio di Tastor di f di ordine n contato în 
0. Di conseguenza la funzione Y è necessariamente derivabile si volte in 0. Per l'arbiteariet a di n 
risulta quindi cho f è di classe (= se (0, +00) 


(2.95) Esercizio. Calcotare, utilizzando gli sluppi di MeLasrin il limite 
gli si conica 


Sin VE teri] 
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2.6 Concavità e convessità 


(2.66) Dofnizione Sia f: dom(7) - Runa funzione deivabile in un punto za intemo a 
dom(f) 
Diciamo che f è convessa in 2a se eeete un intorno (25—6 2044) di 19 contenuto in dem (f) 
tate che 

Vre lm -bn +8): 1) fa) + frena) 
Diciamo che $ È strottamente convessa în su se esiste un intomo (1 — 5.79 +8) di so 
contenuto ie dom (f) tale che 


Va el bn+9 fi 1G)> fl] L lr) 


Graficamente / convessa in 2a significa che in tutto un intorno di ro il grafico di f è "al di 


sopra" (sarebbe maglio dire non è al di corto) della retta tangente al grafico di Jim (1 f(x) 


Diciamo che f è concava in si se este un intomo (2, — 6,20 8) di contenuto in dom() 
tale che 


vVrelmosat9: MA SI leon) 
Diciamo che f è strettamente concava in x, se esiste un intomo (ra — $.2, + 8) di rs 
stento in dom ($) tale che 


Vee (mobili ini fa) < fl) fera) 
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GraScamente f concava in 23 siguifica che n tutto un intomo di x il grafico di f è “al di 
sotto" (sarebbe meglio dire non è al di sopra) della vetta tangente al grafico di Yin (2 ((53)} 


Se f è convessa i dico anche che {ha la concavità verso l'alto, Se {è concava sì dice anche 
che $ ha la concavità verso il basso. 


Diciamo che x, è un punto di Nessa ascendente se esiste un intorno (1y — 4,50 -+4) di 55 
contenuto in dom (f) tale che 


Va elio da) Sla) < I + lle ro) 


Vr e lmnroto): fe) > fl) +Sro](e- 2) 
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Diciamo che 2, è un punto di flesso discendente se esiste un intomo (53 — 4.70 +4) dix 
contenuto in dom (F) tale che 


Va e(mss): f)> fr) + Fra, 


Va e (ata + 6) {0 f(04) + frate ro) 


Ara) 


FE ponte io indent] 


Evidentemente se 2, è un punto di fesso, allora $ non è né concava né convessa in x, a meno 
che mon sia affine im tuto un intomo di 19. Graficamente, xa è un punto difeso ascendente fis, 
discendente) se in un intero cinto di, il grafico di J è “sl disotto (risp. sopra)" della retta 
tangente al grafico di f in (cy f(23)) mentre in un intomo desto è “a! di sopra rip. sotto)" 
Quindi grafico di f attsveta questa retta tangento, La denorsinazione “accondente” indica che 
procedendo de sinistra a desta il grafico di f 
oto a sopra la retta tangente, quindi 


corrispondenza del punto (x, {{z,}} passa da 
quella "discndente’ indica che procecendo da 
sinistra a destra il grafico di S in corispondenza del punto (xy (7) pasa da sopra a sotto la 
retta tangente quindi “discende” 

Sez È un punto di fesso e anche un punto stazionano per f, cioè tale che P{7x) = 0, allora 
diciamo cho 7, è un punto dî fesso a tangente orizzontale. Infatti in quosto caso la retta 
tangente ha equazione y = (3) nel piano cartesiano Cry e quindi è parallela all'asse delle accise 
4 = 0 che alimento si rappresenta orisontalmento. Se "L7) 7 0, allora talvolta si dice che 2, è 
‘un punto di fiesso a tangente obliqua, 

Se { è definita colo per x 2 r, (risp. per x S xo) ed è derivabile im 1, nel senso che esiste la 
derivatà lateralo destra (risp. sinistra), alora la convessità e la concava dif in si introducono 
come in preeedenza, considerando solo un intorno estro [ip salato) di 9. Ts questi casi non si 
introduce la rzione di punto di flesso, 


(267) Osservazione. Tra i punti di nom derivata ci sono anche è punti denominati di fesso 
a tangente serticae. A questi punti chiaramente non si spplice le definizione precedente, dato che 
in esi J non è desvabile. Osserviamo che se 7, è un punto di frso a tangente vertiale per una 
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funzione f, alra la retta tangente, da un punto di vista geometrico, al grafico di fin (, f{xy}} è 
la vetta di equazione 7 = xy nel piano cartesiano Ox e chiaramente il grafico dif attraversa questo 
retta nel passare da sinistra a destra. Infatti, poiché 


avoppure — co, 


allora st ba che le due semirete tangenti da deetra © da sinistra al grafico di f in (x, f{z3}] sono 
tali che la loro unione costituisce la retta 


9, Pertanto ne passare da sinistra a desta il graico 
di f attraversa la retta x = 75. Quindi da un punto di vista grometrico la denominazione punti di 
Fosso per questi punsi di nom dertvabiit a è appropriate. 


(2.68) Definizione Siano f: dom(f) + R una funzione e / € dor (1) un intervallo tale 
che J sia deviate in 


Diciamo che { è convessa (risp. concava) in | se $ è convessa (risp, concava) in ogni 
punto di. 


Diciamo che {è strettamente convessa (risp. concava) n 1 se J è ttettamente convessa 
(isp. concessa) in ogni punto di /. 


(2.00) Osservazione Abbiamo definito la convessità e La omosi a di una funzione in un punto 
nell'ipotesi che la funzione sia derivaile nl punto. È una nozione locale. Se la funzione non è deri 
xabilenel punto, allora questa definizione non si applica. Per questi casi vedremo successivamente 
tina definizione di convesstà e di concavità globale più generale di quella appena introdotta fedi 
Definizione (2 75)). Chiaramente nelle ipotesi in cui i siamo post ore le due definizioni coincidono 


Siazso ora interessati a individuare delle condizioni necrsari 6/0 euficienti afinché un punto 
ia di Asso per una fazione 


(2.70) Teorema | (Condizione nocessaria per i punti di flesso) 

Siano £ 1 dom(f} -» Runa funzione e, € dom (f) un punto interno a dom(f). Supponiamo 
che 

a) J via deriabile due volte wr 

8) 2 sia um punto di fesso per f 


Altora f"(my) 
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Dimostrazione. Supponiamo che 2, sta un punto di fesso ascendente per / [analogamente se è 
discendente). Quindi siste un intorno (x, — 67, +8) di 7, contenuto in dom (7) tale che 


vrelm dini SE Sf) + Sl) 


Vee (rus t9): /7) 


+ See ra 


Pr a Formula di Taylor co leto di Pesno amestata al secondo ordine st ba che 
LA = ft) Str n) + lento (e) 
Alora 
Vee lindo) lateral no(le rl) SS Le] 0 


Veelom tali ille mraizo (1-1) = NI Ped] >0 


Quindi 


vrelzgali Salt 


We elisa: Pd+ (era) 


sa 
Tnt 
gessi 


Perl Corollario (35) del Teorema della permanenza del segno del Capitalo 3 applicato lla funzione 


PERSISTE: 


dba che 


Pod= lm [ri + 


e 


Ne segue che 0 < /"{79) < D, cioè Jr] 
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(271) Osservazione 


0) Questo teorema fa le veci, per i punti di Aesco, de Teorema di Format. È una condizione 
nrcomatia affinché un punto sa di Aes per una funzione. Stabilisce che se un punto è di 
flesco interno al dominio di f © in questo punto $ è derivabile due volte (queste sono le 
ipotesi), alla in quel punto la derivata accorda è nulla. 


Questo significa ce 


Questo non significa che 


Infatti, 31 punto 7, = 0 annulla la derivata seconda della funzione {7} = 24 essendo Je} = 
da, fw) — 1222 e quindi f"{0) — 0, ma non è di fesa, dato che la retta tangente al 
rico di fin (0,S(0)) = (0,0) è la retta y== O che sta “al di sotto” del grafico if, essendo 
f(x) = 212.0. Quindi f è convessa im 1 


5) L'ipotesi che 23 sia interno non si juio omettere perché per deinisionedi punto di fisco deve 
osicere tutto un intorno del punto contenuto nel dominio delle funzione. 
(2.72) Osservazione 1 punti di fesso di una funzione reale di variabile seale vanno cercati fa: 
1) è punti di non dersvabilità (punti d desco a tangente vesicale 
2) è punti in cui è derivabile, 


3) 1 punti che annullano la derivata seconda. 


(2.73) Teorema (Legame fra la concavità-convessità © il segno della derivata 
soconda) Siano 7 CR un inervella aperto e {1 -+ Runa fenzione derivabile due volte 
Allora valgono + seguenti fatt 


a) se f € convesso (risp. concava) în I, allora j"{x) > 0 (risp. {e} < 0) per omni xe 1; 
B) se fee) 0 friop Sx) < 0) per ogni 2 I, ellora f è convesso (risp. concom) in 


@) se $G) > di frinp. SC3) < 0) per ogni e € 1, allora fl è strettamente convessa (risp. 
concavo) in 1 


Dimostrazione. 
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2) Supponiamo che $ sia convesa (analogamente se è concavs) e consideriamo 20 € / Di 
mostriamo che /(5,) > 0. Procediazo m modo analogo ala sinzostrazione del teoema 
precedente. 

Quindi esiste un intorno (ce — dg — 6) di x, contenuto tn F tate che 


vee land: 1)> fn+ Pole za) 
Per la Formula di Taylor con il resto di Peano arrestata al secondo ordino ha che 


Ho] 


PIRATA 1 pete a 1 
Led + fanalino (ent) 
Allora per ogni 2 € (rad 10+5) sha che 

RESET CREO ESRI SEITE IRESETÌ 
Quindi perogni 2 € (sy d,50+4), 7/2, di ha che 
Tp i; » 
ped atto(e n), 


Tnt 
E 


Per il Corollario (35) del Teorema della permanenza del segno del Capitolo $ applicato alla 


ste i) SEZ 
ciccio 
Sa) = tim [pie + EZZH] no 
de cia fr 


8) Supponiemo che {e} = 0 per ogni £ € / (analogamente se J"(r) < 0 per ogni 7 € 1), Sia 
#0 € I, Dimostriamo che Y è convessa in 1, Essendo f derivabile due volte in 7, allora { 
è derivabile con derivata continua su P_Sia x € F, x ra. Per la Formula di Taylor com sl 
sesto di Lagrange aestata al primo ordino css £ compreso fra 2, e 2, non necessariamente 
tn questo ordine, tale che 


io 


(a) + Psi ra) + Lea = fr + Pre 


Quindi 
veeli f(0)>flm)- fallen) 


2) Sì procede come nel caso precedente (er eci) 


48 convessa in ri 
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(274) Osservazione 
9) Questo teorema è l'analogo per la concavità del Teorema (2.14). Lega fa loro la concava 
della funzione e segno della derivata second. 


Per ora questo risultato vale solo sof è definita sa un intervallo aperto. Sì può dimoetraro che 
vale anche se l'intervallo / contiene uno 0 entssabi i suoi estremi e in tali punti esistono le 
derivate steal seconde dif. Vedremo successivamente che quest’ultima ipotesi lle derivate 
seconde negli estoni di {è superfiua. 


8) Sinteticamente possiamo scrivere 


Tomei > PA3o Her 

fomavini o > P)<0, Vel, 

i) >O, Ve el > $ sirestamente convessa in I, 
È 

SUE) <0, Vel => f strettamente concava in 1 
i 


Nelle ultime due aferzazioni non vale il viceversa. Infatti, la funzione f(e) = 2° è eretta 
mente convessa in O perché per ogni 2 € R, 2 # Di ha che 


La =2t> 02/0) +S(0)l-0) 
ma fr) = 1253 nonè pasitiva perché si anmullain 2 = D 


Introduciamo ora una nozione più generale di convrsltà e concava. È una nazione globale. 


(2.75) Definizione: Siano / © R un intervallo qualunque e f : 1 > R una funzione. 
Diciamo che f è convessa in { se 


Mn EI MERI: S(n +e) CL + (0) L0) 
Diciumo chef è strettamente convessa in 1 o 
Vene Tam mi dry MEO): Srna) < FU) (HE) Sl) 
Diciamo che / è concava in ln 
vinnie1 Melli ff +t =) SE) + (10-10) 


Diciamo che f è strettamento concava in 1 se 


Van ercn za, Meo: ft lì) 
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Osserviamo innanzitutto che fistai 2) e 7, nell'intervallo 7 cos 2) 7 27, l'insieme del punti 
ae ni dele, — mi) cond << 1 è l'intervallo chiuso di estremi 2) e 23. Ist, supposto 2) < 51 
(analogamente nell'alto caso) se consideriamo la funzione 9: [0,1] > R definita da 


COREESCELSA 


6 ha che g è deivabilo con 98) = 73 — 7) > 0. Quindi g è crecento (strettamente) su [0,1] © per 
e prop globali delle funzioni continue [vedi Corollario (6.8) dol Capitolo 3) i ba ehe 


im (6) = [000], 001} = bey 


Quindi l'insieme dei punti = g() =; + (e, — 21) è intervallo chiuso di ctrmi x) €23 
tn modo del tuto analogo i dimostra che l'insee dei punti y = fr) +4(f(2,) — f(2)} con 
0245 1è l'intervallo chiuso di estremi {(7) 0 /(), non necessariamente in questo ordino 
Osserviamo inolte che se 71,7) € I con 2) # 2) et € [0,1], allora il valore 7 = /(2,) + 
1(1t2) — {(2)) è l'ordinata del punto dela retta passante por i punti (x, (7) © {7,,2)} del 
giafico di f avete per scissa T= 2; +12) — 2). 


Infatti, a vetta passante per (z,f(21)) e (2, f(7,)} ha equazione 


VINETICNI 


URZICOTI n) 


Sostituendo 7 = 2, + #2, — 23) si ottiene 


= Hr) + (12) - fl) 


La definizione global di funzione conven che abbiamo introdotto dice che / è cons in se 
feti comune due punti © 5 nell'intera, e prevo un qualunque punto = 2 +4, = 51) 
fa cp 0 2, i a ch il valore di / in 7 è minor 0 uulol vale deloinata del punto dell 
retta pate peri punti (1, (61) (e /(0) del gti dif avente per sci 2. n tei 
1 rome o significa che rt comonque due punt i e 2 nell'intera , grafo di | 
ritnett all'intervallo ti ti 2, 0 7, è “al di goto” della eta (corda) passante per punti del 
Spacci pr aa, 034 
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1) 


TENESITIENESICNI a. 


EI Ta 


MICRO] 


Invece, concava se fiati comunque due punti z, 7, nell'intervallo, l grafico di fritetta 
all'intervallo di estremi 23 © 2, è “al disopra” della retta (corda) pasconte per i punti del grafico 
aventi per ascsse © 73 


F 
sa) 
tici 


FESEZIENESICN) la, 


Ha] 


O ERI no? 


Fantin 


(2.76) Osservazione in queeta nozione di concevità non si fa alcuna ipotesi sulla funzione È, a 
paste fatto che deve essere definita su un intervallo. Trolte l'intervalto 7 può anche contenere 
uno 0 entsonbi oi esteri 

SI dimostra che ce { è convessa (tip. concava) i base alla Definizione (2.60), allora è contesca 
(risp, concava) in base a quesultima definizione, Più precisamente, ce 1 © R è un intervallo © 
$ 31 + Rè una funzione derivable, lla f convessa (risp. comcara) n bas alle Definizione (2.58) 
implica f convessa (risp. concava) in base alla Deinizione (2.75), Chiaramente la De 
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è più generale della Definizione (2.66). Infatti, a funzione (2) = si è convessa in R in base alla 
Definizione (2.75) mentro nos lo è per Ja Definizione (2.6), non essendo { derivabile in 0 


Sisma ora in grado di dare un risultato che lege la convesi’ di una funzione in un intervallo 
chiuso al segno della derivata sconda nell'intervallo aperto. Chiaramente in questo enunciato la 
amenit'a e la convesità sono da intendersi secondo la Definizione (2.75), anchese nell'intervallo 
aperto sono la stessa nozione 


(2.77) Corollario | Sia f «|a, b] + R una funzione. Supponiamo che f sia continua in lab] 
è derivate due vote în (8) 
Allora valgono i seguenti fatt 


@ se ft) >0 (rp SA 
lab 


er ogni € (0 8), allora è concessa (risp. concovo) in 


8) se feto) O (risp PS) < 0) per ogni 2 € (0,3), allora S è strettamente convessa (risp. 
concava) in a, 


Dimostrazione. 
) Supponiamo che {(e} > 0 per ogni € (a,4) (analogamente nell'alto caso). Allora per il 
Teena (2.73) si ha chef è convessa in (ol). 
Per dimostrare chef è convessa i [5] esta da provare che 
Ven e (ob), MEDI]: S(0+ tr -a)) < Lt (fl0a)-S0]) 
Vza E (ab), WE E10, 1]: S(70+4(6- 20) < Siro) +1(/(6)— fra), 
Dimostriamo la prima, la seconda è analoga. 
Siano 2,20 € (0,8) e € [0,1]. Poiché Y è convessa in (0,5) allora 
H(E+H(10 23) < ARI H(f01) — 102)) 


Poiché f è continua in [n,}, allora per il Primo teorema de confronta sui liti (vedi Tee 
na (325) del Capitol 3) si ba che, passando al limite per £ >» a' 


Ha+t0-0)) = im f(1+ ta) < 
<p [NGI HM = SU] = Se ( 1660) 100) 
Quindi 
Vira E (ab), MEDI: (a+ tir a)) SS (150) - Sta), 
note per il Primo tcceza del conforto sui limi pascando al izite pre 2, > E 


104169) — n/d) 


Sn (100) +1 (162) - S@))] = S0)+1(106)- 100) 
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Quindi 
vee 10,1): {{a+t-a)) < /()+t(f0)- 1). 


Supponiamo che fe) > 0 per ogni 2 € (a, 8) (analogamente nell'altro caso). Allora per 1 
Teorema (2.73) si ha che f è strettamente convessa in (a) 


Ù 


Per dimostrare che f è stretamente convessa in [a H esta da provare che 
Veg e (ab EDI: S(0+ 0 - A) LI +i(f(1a)- 100), 
Van € lb), WE COLD: f(mo +4 20) < Ila) + (10) S0a)) 
Dimoerimo Ta rima, la sonda è analoga. Proeodendo come nel punto a) sì prova che 
Vrg e (08, VEE (0,1): S(a+ tra - a) < flo) + 4(f(70) — SCA), 


Resta da dimostrare che in questa disuguaglianza non può susistere il segno di uguale 
Procediamo per assurdo e supponiamo che esetano x, € (a,b) e fy € (0,1) tali che 


H(0+tafzo = 0)) = fa) +to(f2a) — f(0)). 
Consideriamo lo funzioni jp: 0 fl +R e 3 fo, 1] > R definito da 
#8) = / (a+ tl — ad) — [10 + t(Sl20) - L(a})] 


Osserviamo che 5 © 4 sono continue, perché composizioni di funzioni continun, e deriva 
rispetivamente în (0,{) (ty 1), perché composizioni di funzioni drivabil, con 


GO VU = 1 (a+ 0 - ) (0-0) - (11) - 110) 


el 


Inoltre 
sl= vl) = 0 db) = + 0)=0 
Quindi perl Teorema di Role esistono € (0, ta) e 6, € (ty 1) tali che (1) = 00 It; 


SG tra I) 0) (00) — PI) SO Sette )) » LTT 


Stato 0) - (n) - fla}) = 0 P(a4tstta 2) 
Consideriamo ta funzione 9: [t, 4] > R definita da 
900 = P (a+ tm -a)) 


Sì ha che g è denivabile [tt], e quindi continua, peché composizione di funzioni deriva 


Mieli]: SO=L(0- tl a) 
Inoltre per quanto appena provato si ha che gt) = az). Alora per il Teorana di Rolle 
siste PE (t1%,) E (0,1) tae che g/() =0, cioè 


P(a+T a) =0 


aseuro perché a + T(ey — a) € (5) e J"{s] > 0 per ogni € (a,b) 
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Quindiinità che 
vis elad] VEDI): S(04t n 0) </0+e(1 0) 


ela dimostrazione è completa. 


Questo risultato è l'analogo perla concavità del Corollario (2.16). Vale anche per gli intervalli 
n cs uno dei due estremi nos è imelaso oppure è +00 oppure 20. 


(2.78) Teorema (Test per la ricerca dei punti di Messo) Siano / * dom(/} > R 
1 dom(f) un intervallo è 2 un punto interno a 1. Supponiamo che f sia dericabile in 1 
derivabile due volte in 1\ {xo} 
Allora valgono seguenti fatt 


0) se (2) > O per ami n EI cone < 2 e f"l2) <0 per ogni re 1 con > 23, allora 
è um punto di fesso discendente per f 


% 1 
sE 
i vin 


8) se fa) < 0 per omi x E/ cons < 2, e Pc) >O per ami re 1 com 2 > 23, allorazi 


am punto difeso ascendente per} 
—_ a! 
pa 
ioni u 


pts 
i nin 
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Legenda: 
BRZS) 
| reo 
U | conven 
As concava 


Dimostrazione, 


a) Per il corollario precedente f è convessa in 10 (-00, zo] e concava in 1) [my +00), Quindi, 
sendo £ denivabile i ru, esiste $ > 0 tal che (25 — 8.79+6) Cf e 


Vr e (randa) SES + Prole) 


rel +9) 1) < 


Pirlo) 


Se seguo che ra è un punto di eso discendente. 


) Si procede come in a) 


@) Per il corollario precedente Y è atrettamente convessa n /"{-00, zi] ein Oz +00). Quindi, 
sno f dervabile im zu, esiste $ > 0 tao che (z, — 6.704 8] CT e 


Va e (men dir 6) eprai S> fra Lena 
ossia $ è strettamente contesa in, Ne segue che xy non è un punto di fexso, 


4) Sì procede come in e) 


(2.79) Osservazione Questo teorema fornisce una condizione sufficiente affinché un punto sa di 
fiato per una funzione. St servi chef deve esere derivate duo volto in tutto un intorno di quell 
punto escluso al più il punto stesso, în cui pero { deve esce derivabile. Evidentemente, se f è 
derivabile due volte in questo punto, allora in vis del Teorema (2.70) la derivata sconta n questo 
punto è nulla 

Ipus 
derivati 


difeso vanno cercati fa i punti di fesso a tangente verticale, che sono punti di non 
4 punti im cui Ta funzione è derivabile e i punti che annullano la derivata seconda. T 
primi cono di fesso per definizione gli alti si applica i trema precedente. 


(2.80) Esempio. Consideriamo la funzione {+ R> R definita da 
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maso 


wi>o 
La funzione {è deivabile su Re 


derivabile due volte su R \{0} con 


L_ fe ser<0 
2 sero, 
2 sro 


LICEI talent Figura 4.10: La funzione / 


Quindi /*{r) < 0 se 2 < De Jo) > 0 e 2 > 0. Per il teorema porcedonte 2> 0 è un punto 
li fesso ascimdente per f. A questa conclusione potevamo giungere anche attraverso la definizione 
li punto di fesso ascendente, Infatti, 

vedi fr)= 2 <0- (04 f00)7 


ved: 16 


(UEZIOLI 


Si scerva cho in questo caso Y non è derivabile ci volte nel punto di fesso 


Possono presentarsi anche situazioni diverso da quella deseritt nel teorema precedente. Ad 
esempio, consideriamo la seguente 


— a è un punto angoloso per intero ad un intervallo 1 contento el dominio della fanzine 
41 è continua in e derivabile due volte in 1\ Ly} 


— SPE) > O (risp. < 0) per ogni a E IN (so, za] o Sa) < 0 (rip, > 0) per ogni e € 
EP fear tod) 


Per sì Corollario (2.77) Y è convessa (risp. concava) in 1 (50, ra] e concave (rip. convessa) in 
1Nfey +00). Quindine! punto “cambia la concusi'a di {", nel senso che a sinistra è concava di 
un certo tipo e a destra dell'altro, ma sy non è un punto di fesso per f. 

Alcuni autor, abussndo nel linguaggio, concludono che questo punto è comunaue di frso. Si 
fa notare che si tratta dì un abuso di linguaggio. Ixfart, non corisponde alla definizione di punto 
i eso, perché in quel punto manca Ta derivati di f, e inoltre da un punto di vista geometrico 
in corrispondenza di questo punte non esiste alcuna retta tangente al grafico tale che nel passaggio 
da intra a deatra il grafico di S attraversi questa resa Si sotolinea invece 1 fatto che questa 
proprieta geometrica suite «e x, è un punto di fosco a tangente verticale, 


(2.81) Esempio Consideriamo la funzione 


er ero 
OE anti 
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Figura d.11: La funzione f 


Siae Fina ile gd 
i mit 
no -{ 1 


# un punto angaloso per { (veli pag. 245) 


Poiché Tim (e) = +00 e D-/0) 


Inoltre È derivabile due volte in ogni x #0 con 


PORTI 
1 


der 


Quindi P" (2) > O se 2 < 0 e (2) < O se 2 > 0. Ne segue che f è convessa su (00,0) e concava 
in [0,+50) ma 2 = 0 nonè un punto di Sesso 


(2.52) Osservazione Sappiamo che se 7 è 4 sono due intervalli disgiunti su cui f ba la stessa 
monotania allora non è detto che alia la stessa monotonia anche sulla loro unione. Per evitare 
sor, è preferibile lencae separatamente gi intervlli in cuì f è monotona di un ceto tipo quelli 
in cui f è monotona dell'alto tipo 

Poiché abbiamo definito la anca di una funzione solo sug intervalli, è opportuno elencare 
separatamente gi intervalli n cui f è concava di un certo tipo e quelli ut } è concava dell'altro 
tipo 

Si osserva inoltre che se per esempio fl +R è una funzione definita su un intervallo 1,79 è 
un punto interno a {e f è crescente (ip. decrescente) su £ N(-20,2o] e su Lr +00} allora è 
csesonte (ep. decrescente) sull'unione (1 1(-00,]) (11 lr +00)) che è (per meri) 

Questa propria non è vera per là concavità. Più precisamente, po non essere vera se la 
funzione Y non è derivabile n 2, come mostra il prossimo esempio 


(2,83) Esempio: Consideriamo le funzione f(x) = lello? - 1) 
Si ba che f è continua e pi 


3-1 ser>0, 


n ser>0. 
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Figura 4.12: La funzione S Figura 4.13: Particolare della funzione 


Quindi) > 0 per ogni 3 0. Ne segue che è convessa in (0,0) e in 0450) ma / non è 
convesa sull'unione dei due intervalli che è R. È 

Tntart, se consideriamo ad esempio il punto € (-É,0) (1 punto -d è uno dei due punti 
minimo assoluto, minimo è -4vE, pe esercizio) el punto; = =, allora la to pacato per 
i uti del grafico (5 {2} (rn fc) non tutta “al di sopra” del grafico di nell'intervallo 
deva). Ida 1a eta ha equazione y = $(21) © per ogni € (e 24) si ha che f(2) > fl} 
Quindi la “corda” di eten {zy,{(2)) € (2, /(;}) è i di voto del grafico di  nell'strvalo 
(rn ra). Quindi f non è convessa in (71,73), Ne segue che / non è convessa sull'unione dei due 
intervalli di convsità 


Se voce Y è derivsbile in 7 e derivabile duo volte in 1) {7} con /"{9) > 0 (risp. #9) <0) 
perognis € 1 {zx}, allora f è convessa (rip. concava) in (per esercizio: si procede cose nella 
dimoseessione delle pupi a) 0 d) del Teorema (2.78) 

Concludiamo questa trattazione con alcuri risultati utili per stabilizo, in modo alternativo, co 
um punto stazionario è di estremo oppure difeso 


(2.84) Teorema Siano f : dom(7) + Runa fanzione e 23 un punto interno a dom(/) 
Supponiama che f sia derivabie duc volte in ra e che ra sia un punto stazionario per f. 
Allora valgono i seguenti fatt 


@) 06 "(3a) <0, allora ra è un punto di massimo locale per f 


8) se $"(z4) > 0, allorazra è un punto di minime locale per f. 


Dimostrazione. Proviamo a) (analogamente per 8}),. Per Ja Formula di Taylor con il resto di 
Peano arrestata al secondo ordine i ha che 


L= SS eden + arenzano (a) 


Poiché za è un punto stazionario per f si ha che $"(z) = 0 e quindi si ottiene 


HA = ji +3 


Gallenaio (En) or 
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Per ipotesi {"{zo) < 0; dimostiamo che esiste un intorno (3a — 8,23 +4) di 3 contenuto in dom[) 


tale che 


veelazineoi Mille agieo (e) 


Infort, si ha che per ogni e # 20 


Pie sa +0 (11-22) 


_ sele a) 


Allora per il Teorema della permanenza del segno (vedi Tecnema (3.3) del Capitolo 3) esiste un 
intorno (79 — 89 +8) di ro contenuto in dom (7) tale che 


veetoiaio ini IP 


cioè per ogniz € (0 —425+9, = #20 


altr oxa+o((2na) 


Ne seguo che 2, è un punto di massimo locale per {.® 


(2.85) Ossorvaziono Questo teorema fornisce una condizione sufficiente, altemativ 
ee un punto stazionario è di estremo per una funzione. Anziché studiase il segno di "in un intomo 
del punto i valuta 1 segno di / nel punto stazionario, sempre che sia denvabile du volte in 
questo punto, 

Sì serva che se /(7,) = 0 non possiamo concludere nulla, In tai esco potrebbe essere di 
Arsto oppure esere di massimo 0 di minimo locale. Il prossinto risultato stabilisca che d' dipende 
da! segno della prima derivata non mulla i în questo punto. 
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(2.86) Teorema Siano / E R um intervallo, {+ + Runa funzione ero un punto interno 
a1. Supponiamo che f sia deriobile E volte in za, con ke N, 4 > 2, e che 


La) SI, SP) #0 


Altora xy è en punto di massima locale, di minimo Încae 0 di flsso per J in base alla seguente 
tobella 


kpari x dispari 


410) <0 |a punto di massimo icate | a punto di esco discendente 


460) > 0 | sa pato di minimo focale | 1, punto di Asso ascendente 


Dimostrazione. Se k è pari, allora i procede come nella dimostrazione dl teorema precedente 
partendo dalla Formula di Taslor con il testo di Peano arrestata all'ordine (per esercizio) 
Consideriamo & dispari e supponiamo che f(x) > 0 (anatogamenre se f(x) < 0). Essendo 


Pad = fa) = SM] la Formula di Taylor con il resto di Peano arrestata all'ordine 
felina 
SA = I EIN) 


Procedendo come nella dimostrazione del trema procedente, e tenendo presento che essendo & 
diepari si ha che x < sa implica (e — sy)? < 0 mentre x > xy implica (£ — sy} > 0, i prova che 
siste un intorno (2, — da +6) di ra contenuto in {tale che 


vee lozbani AIM) =ntto(le-n 


m 


Vrelionts: p/MGlenito(en) 0 


0, si bache 


Quindi, sendo fl) 


(Oo 


UTISS 


CIICEDIRTO 


100A LIE de) N) = SA) 


No segue che 2, è un punto difeso ascondento, n 
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(87) Teorema Siano lE R un intervallo, f + Runa funzione e ro un punto interno 
al. Supponiamo che f sia dertobile k volte in za, con k e N, k> 3, e che 


Vaia et DE SETE SET 


Altora 3a è 0 non è un punto di fesso per Yin base alle seguente tell 


kpari 4 dispari 


(ra) <0 | f è concava in zo | ra è n punto di eso discente 


400 (rs) > 0 | È convessa in ny | no è um punt di flesso ascendente 


Dimostrazione. Per esercizio (suggerimento: procedere come nella dimostrazione del Tec 
ma (2.84) pastendo della Formula di Taylor con il resto di Peano arrestata all'ordine È) ® 


(2.88) Osservazione In questo paragrafo e nell'esempio (2.54) abbiamo visto che l'utilizzo degli 
sviluppi di Tyler fornisco delle informazioni aggiuntivo su una funzione. In partcolse, dello 
sviluppo di Tvr di una funzione centrsto in un punto z,, pesstamo rievare informazioni locali 
au Jin un intorno del punto z, 1 su! punto 23 steso. Ad esempio, supponiamo che per una cerca 
fusione $ devivsbile tre volte n 2, = -3 si abbia che 


dirt oppio co(e a) a 


fa) 


Quali informazioni posciamo ricavare da questa espressione? 
Poiché a destra abbiamo un polinomio di grado 3 ertto conse somma di potenze di (+5) più 
un termine trascurabile rispetto a (7 = 5)' per x + —3, possiamo dise che questa eepzesione è lo 
sviluppo di Taylor di Y centrato in x = —5 arrstato all'ordine 
La formulazione genezale dello sviluppo di Taylor arestato al terzo ordine di f centrato in 


Quindi 


9 2 
19=7 
in articolate 25 => -3 è un punto stazionario ed essendo {"(-5) 
puato di massimo locale per f. 


< 0 per il Toorema (284) è un 
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Possiamo die se è un punto di massimo assoluto? 
Risposta: No. Infatti, o sviluppo di Taylor fornisce informazioni locali, in un intorno di 
29 = -5,e quindi non abbiamo informazioni sul comportamento di f sul sto del dominio. 


2.7. Studio di una funzione 


Studinze una funzione significa determinare con precisione le caratteristiche fondamentali della fu 
ione stes: dominio, asintot, punti di massimo © di minimo © massimi © minimi, intervalli di 
monotonio, punti di feso, intervalli di concavità o convessità. Alla fine, note tutto questo infor. 
mazioni è di sito possibile disegnare un grafico qualitativo dell funzione. Si fa notare che grafico 
qualitativo indica cho non è richiesta alcuna precisione nel diengnare il grafico. Non importa che 
grafico sia in scala. È peo opportuno fare un disegna che evidenzi le carateriiche individuate in 
precedenza con un suficiente grado di precisione 


Per poter fare beno lo studio di una funzione contiene avere uno schema di massima da 
site, che contempli i punti essenziali su cui porre l'attenzione. Questo schezsa non deve esere 


soguito in modo rigido ma deve escere wtlizato in modo elastico, adattandolo di volta in volta alla 
funzione. Lo schema che vediamo, dovendo esere applicato a qualunque funzione, è particolanmente 
articchito di voci 


Schema di massima per lo studio di funzione 
Sia J una funzione 


1) Pozzi. liziti e ssinvovi dif 
Determinare il dominio della funzione f, l'eventuao periodici“ a, le eventuali simmetrie, i 
sati ne punti di frontiera che sono anche di accumulazione per il dominio di f, gli eventuali 
asintosi orizzontali, vetica, obliqui, Se ls funzione Y è periodica di periodo T > 0, allora 
è suficiente proseguire lo studio della funzione ristretta a qualunque intervallo di ampieeza. 

T°. Se la funzione è pari o dispazi, è suficiente proseguire lo studio della funzione ristretta 

SI sottodiominio di f dato da dom[($) 1) [, +00) (0 analogamente dom (7) N -00,9)) e poi 
dedurre le conclusioni sull'altra parte del dorsinio per simmetria. Se è immediato o quasi si 
individua i sogno di f. Si diceto la continuità dif 


A questo punto È oppersuno disegnare un grafico “probabile (0 ipotetico), cioè un grafico 
che esprima con essttezza le corsteriiche individuate al punto 1) e che anticipi a grandi 

ine quell informazioni che dovrenzmo dedurre successivamente, sempre che sia possibile fare 
questa previsione 


2) Monotonia di fe punti di massimo e di minimo locale e assoluto. 
Detersinsre la derivata pra J della funzione f. Determinare il dominio di J © quindi gli 
eventuali punzi di non databili’a di , casificandone il tipo [punsi angoli, cuspidi, punti 
di Pesco a tangente verticale), Successivamente individuare i candidati punti di estremo di 
£ {&ì minimo 0 di mascimo) tra i punti isla del dominio, i punti di frontiera del dominio 
appartenenti al dominio, punti d'scontinuit’ ai puntidi non derivabilità e punti stazionari, 
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cioè punti € dom (/) tali che {fo} = 0. Studiando il segno di, mediante la risoluzione 
della disequazione {'{r) > 0, si individuano gli intervalli di monotonia © i punti di estremo 
isa i candidati precedentemente determinati. Calcolare i valori di f nei punti di estremo. 
Per detertsinsre quali sono gl eventuali punti di estremo assolto, confrontare i valori di { 
otteuti precedentemente ei limiti. 


9) Concaviti eco pnt 
Determinare a derivata seconda " della funzione f. Successivamente determinare i punti di 
Besso di f tra gli eventuali punti di fesso a tangente vericle (passo precedenta), i punti in 
cui f è derivabile vi punti x dom /) tali che {e} = 0, Studiandol sogno di J", mediante 
la risoluzione della disequazione fr) > 0, «i individuano gl intervalli di concia e quali 
tra i punti in cut / è derivabile e quell che annullano J sona di Messo. Calcolare valori di 
£ in tali punti 


Grafico qualitativo di 
Determinare le eventuali intersezioni di f con gli asc cartesiani, Rappresentare un grafico 
qualitativo di f utilizzando le informazioni ottenute nei passi precedenti. 


(2.59) Bsompio. Studiere la funzione 


1) Dossi. limiti astri di 
10 dominio di f è 
tom (ER: 550, loge#0}={reR: #> 0,531) 


= 0,1)U (1,400) 


La funzione {non è né simmetrica né periodica. Osserviamo che (e) > 0 per 
domif) 


Calcoliamo i limiti per e > 0!,7 + 1e7 > +90. Si kache 
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Quindi Ta retta = 1 è un asintoto verticale desta per J. Inolte dll'ltimo limite sì deduce 
che f(x] = 2 per 2» +00. Quindi f è un infinito del primo ordino e la parte principale di { 
xx + -00. Pertanto potrebbe ave un asintoto obliquo. 


èxp 


Proviamo a serivere, se posibile, 


Ha) set ao), sr 


Poiché di ha che 


+14 0(0), pert > 0, 


pnt) 


Poiché E + +00 per + =00, a ba che 2Î_ (1) pers + +00 e quindi 
Inri Int) 


VORETCI 


to) 


(E 


No segue che f non ammette asintoto obliquo destro 
Osserviamo che $ è continua su dom (f) perché composizione di funzioni continue. 
Grafico probsbile di £ 
Dallo informazioni cin qui ricavato posstamo dire che la funzione ammette almeno un punto 
di massimo în (0,1) e alieno un punto di minimo in (1, +00). Quindi un possibile grafico di 
4 potrebbe esere di soguonte 

, 
v= ja 


iii i ti 


Figura 414: Grafico “probobile! di f(x) = re! 


2) Munotonia di fe punti di massimo e di minimo locale esulto. 
Osserviazno che (2) = 2ett7 è deivabile su dom: (1) perché composizione di funzioni destva 
dii zi ammette in ogni punto di don (#) derivate di ogni rdine. Quindi punti di massimo 


(di minimo vanno cercai fai punti stazionari. Sì ba che 


Pn ( 


Cap. 4 Studio di una funzione 327 


Allora 


f@=0 «> loga- 


20 + lgs — f 


Studiamo il cogno di #, Si ha che 


Maso <> lgisiso <> verch ose 


in [e +00), mentre è deerescente in [3,1) e in (1, e) Ilpunto 


È 
2 è di massimo locale per f, il punto x = e è di minimo locale per f. Si ha che 


3) Concavità e convesstà di fe pun di fesso 
Poiché f ammette derivato di ogni ordine in dem(J), i punti di flseo vanno cercati fra i punti 


che annullano a derivata seconde di f. Esendo 


Peet ( pri] (rn ii dè 
mett Pri limiter) Mii 
Ai 
> logîr— logs — caA 
(Et 


Studiamo il cogno di "Si ha che 


PESOS loto toga -1<0 > eaVicici, 1er<o. 
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oe 1 si 
SiNag & ES 
den di n 


] cin foi, 400 


Quindi è conca in (02° 


entro è convessa in [e 34,1) en 
(049. 1 puntir = avier 


= sono di Asso per f. Sì ha che 


Le p(009)_ 


4) Grafico qualitativo di 
Non ci sono intersezioni con gli as cartesiani. Si oserva che 


him fl) =1 mf 


Intati, 


tim $0) = him 


mele 


No seguo che il grafico di / “tende al punto (0,0)" con una pendenza cho tende a 1, mentre 
“teme aî punto (1,0)" con une pendenza che tele a 0. 
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Figura 4.15: Grafico qualitativo della funzione f(2) = re (non è in coals) 


Capitolo 5 


Calcolo integrale per funzioni di una 
variabile 


1 Primitive di una funzione 


Date una funzione deivabile f abbiamo visto che l'operatore di derivata D associa a questa funzione 
Ta sta derivate prima J" 
iBr 
Se 4 è una funzione esprimibile come combinazione finita di funzioni elementari, allora modiante le 
regole del calcolo differenziale siamo in grado di calcolare esplicitamente /". 
Ci oceupiazmo ora del problema inverso. Data una funzione f, i domaruliamo se esiste uno 


funzione dersvaile Ta cui derivata in la fanzine J 
3Pamivabilo: FO P =, 


Questo è i problema del calcolo delle primitive di una funzione. Come vedremo, mentre è sempre 
possibile il calcolo della derivata di una funzione “elementare”, num sempre è possibile determinare 
esplicitamente le primitive di una funzione, nel senso che esse esistono ma non sono esprimiili come 


combinazione finita di funzioni elementari, 


(1.1) Definizione Siano / € R un intervallo e $ + > Runa funzione 
Dicismo che PF: / -» R è una primitiva di f stu 1 se F è derivabile su / e perognir € 1 i 


In queta definiziones intendo che se 7 contiene uno 0 entrambi suoi estremi, allora P ammette 
ta questi estremi una desivata laterale e questa derivata coincide con il valure di fin quasto punto. 
(12) Esempio 

1) La funzione (e) = sin è una primitiva au R di f(5) = coss. Infatti, Fè derivate su R 
Gr) per ogni e ER 


con Fc) = ce 


2) La funzione F{e) — de% + 1 è una primitiva su R di (7) — Bir Infatti, F è derivabile su R 
com Piz) 402) per ogni ER. 


ESI 
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3) — 7 sono due primitive su R di (5) 
CE) = 28 = f(x) perogni a ER 


2 Infati, 


8) Le fusioni F{7) 
F 0 G sono desivabili su R con Pia) 


12° 456 0) 


8) Le funaiuni F{e) = aretanz e G{e) = — arctan È sono due primitive su (--0,0) e su (0,+00) 
di (0) a Infatti, Fe C sono dervabili ni (50,0) e su (0, 400) con 


1 


Ta MEU) 


Osserviamo che F è in realtà une primitiva di f anche eu R. 


5) La funzione f() =egn(s] non ha primitive su R. Infatti, se per assurdo esistesse una funzione 
F:R > Rderivatile tale che F{2) = /(e) = sen(z) per ogni e € R allora F' ammetterebbe 
ta 0 un punto di discontinuità di prima specie. assurdo perché in base al Teorema (2.41) del 
Capitolo d la derivata di una funsione nom puo ammettere punti di discontinuità di prima 
speci. 


Osservo invece che la funzione FI} 
che sù (0,00) 


| è una primitiva di (9) = agn(5) sia su (-00,0) 


toga è una prisitiva su (0, +oc) di /(e) 
AC) perogni 2 € (0,00) 


6) La funzione Fa) 3. Infatti, è derivati su 


(0,400) con Fx) 


7) La funzione F(e) = log(-s) è una primitiva su (00,0) di {{] 
su (00,0) con Pr] = = = L= f(7) per ogni x € (00,0) 


3. infarti, Fè daivabile 


Da questi ultimi due escpi si drtuce chela fanzione F(7) 
ia (0, +0) che su (-0, 0) 


log]| è una primiviva di /{3) 


Quosti esempi mostrano che se una funzione ammette una primitiva, allora questa primitiva 
non è unica. Inolto lo funzioni cho hanro punti di disconinuit‘ eliminabile 0 di prima specie non 
attimettono primitive, 

Si sottolinea il fatto che si parla di primitive di una funzione su un INTERVALLO © non sè 
un insieme qualsiasi 


(1.3) Teorema | (Proprietà dello primitive) Siano ! CR un intervallo e f:/ + una 
funzione 
Allora valgono è seguenti fatt 


a) seF:1-+R é una primitiva dif su, alleraper ogni c € R anche la funzione G:/ > R 
definita da Gi7) 


(E) +e è uno primitiva di f su I; 


8) seF.G+1 4 R sono due primitive dif sul, alloraesite c € R tale che Fx) 
peroni x 1, cioè F — G è una funzione costante su. 


Dimostrazione. 
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0) Poiché F'è una primitiva di / su 7, allora F è derivatile su 1 com Pz) = /(5) per ogni 
# € I. No ceguo che anche C è derivabilo su 1, perché somma di funzioni deriabil, con 
Ge) = Fa) = M(2) per ogni x € /. Quindi G è una primitiva di f sc 1 


8) Consideriamo la funzione 2: { > R definita da H{2) = Flo) — G(2). Poiché Fe G sono 
due primitive di {au 7, allora F e C dono derivabili su 7 con F°L=) = 0") = /(7) per ogni 
# € I. No segue che anche Il è dectvabilo su 1, perché diferonza di funzioni derivabil, con 
102) = Pe) - Ge) = f{@) — {(#) = 0 per ogni x € L. Per il Teorema (2.21) del Capitolo 4 
si ha che H è costante sù 7, Quindi esiste © € R tale che H(x) © F(7) — G{e} = e per ogni 
sel. 


(1,4) Osservazione La proprietà a) dice che le primitive se reitono non sono uniche, anzi «uno 
infinite. È quindi opportuno, palando di priairive, usare l'espessione “una primitiva” anzichè 
“la primitiva” 
La proprietà 8) dice che duo primitive di une funzione sullo stesso intervallo difricono, 
Imonte, per una costante. 
Quindi, questo torema aserice che se una funzione f ammette primitivo su un intervallo 1, 


allora ne emumette infinite © più precisamente, nota una di queste primitive su 1, tutte le altre ai 
ottengono da questa aggiungendouna qualunque costante. 

Nell'esempio precedente abbistco visto che le funzioni Fx) — aretans e G{r} 
sono ce prizitive su (00,0) e su (0,400) di f(1) = rx. Osserviamo che ese rispettano li 
propset'a 5) di questo teorema. Infatti, per l'Esempio (225) del Capitolo 4 sì ha che 


Li neco 
stiro t={23 27% 
quinti 
ippica 
0) 0 tane tnt (23 350 


Si oserva che F— G non è costante su (00,0) U (0,400) 


(15) Osservazione. Nell'esempio precedente biamo visto che la fenzione F(2) = log|r è una 
primitiva di (5) = 2 sia su (0,00) che au (00,0). Quinditute le primitive di (e) = 2 ata su 
{0, +50) che su (6.0) sono F(x) = log]ri +e, per ogni c e R 

dè di uso comune dire che le primitive di /{e) = è cono Flo) = logls| +e per ogni e e R, 


senza specificare su quale intervallo, ovvero sotintendemdo che sta considerando uno 0 l'alto dei 
due intervalli (0, +00) e (00,0) 

Se fra tutte le primitive di una funzione ne vogliamo una ola, allora dobbiamo imporre una 
condizione supplementare, some mostra il prossimo risultato 


(1.6) Corollario Siano / © Run intervello, f + I -+ Runa fanzione, 23 € 1 em ER 
Sapponiamo che ammetta primi 
Allora esiste un'unica pramitira G di f su 1 tale che G(ry) 


ve su. 


su 5. ancelotti, Lesioni di Analisi Matematica I 


Dimostrazione. Sia F: + R una primitiva di Y e 7. Per il terema precedente ogni altra 
primitiva di f cu / è della forma C{e) = F{z) + c, con e € R. Quindi 


CO) 


"n Fa MF 


Ne segue che C{e) = Fl] + 
tale che G{z3) = = 


FE) + n Floo) e quindi eis un'unica primitiva G di {su 


(1) Definizione | Siano / CR un intervallo e f : 7 -» R uns funzione che ammette 
primitive. 
l'insieme delle primitive di / su Fai chiama integrale indefinito di f au Fe si denota con 
dI simbolo 


[ina 


tn questa notazione si ba che 
fil ambolo di integrate. 

4 1 è detta funzione integranda; 

2: è detta variabile di integrazione. 


1 simbolo de di differenziale per ora non ha alcuna funzione, La sua presenza nel simbolo di integrale 
indefinito si deve a ragioni striche, ma vedremo che Ba un'utl’ a pratica molto importante nel 
calcolo degl integrali indefiniti con Îs cosidetta formula di integrazione per sostituzione 
(1.8) Osservazione: Osserviamo che ne simbolo di integrale indefiitanon compare eplicitamente 
l'intervallo 1 Quando si usa questo simbolo, si sottintende quindi che si sta considerando un 
‘quelunque intervallo su cui la funzione integranda ammette primitive. 

Poiché l'integrale indefinito eppresente un insieme a rigore duvremmo scsivere 


Jie 


Sì proteico pe la sritura più agilo 


FOIS RO F primitiva dif ou 


GORI 


F primitiva di f su {15€ R} 


fitda= Fato cer 


(0,8) Osservazione Sì svi» i fatta che l'negrle indefinito f 1) ds è un ini di 
ioni deivabii ala virabila e oc n ruzioro resi 
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Integrate indefinito delle funzioni elementari 


frarzirto, cer, keR 


fed 


ffanteilzo cer 
fed 


Job ra 


Janeden cante ceR 


CER, a>o,azii 


Joeras manico, cer 
Junbede cone ce, ceR 
forte nimazo, ceR 


Jr natnzien ancornte, cR 


forze reninzien anzio, cer 


Sn fer) 


Sarete f(1+ ctr) de nctrie, cer 


tanzte, cer 


Verifica: per escizo. 


2 Regole di integrazione 


Com il termine integrazione i intendo il procedimento di calcolo cho partendo da une funzione f 
conduce alla determinazione di una sua primitiva e quindi dellintegrae indefinito. 
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(21) Proposizione Siano / © R an intervallo /19 :/ -» R due funzioni che ammettono 
primitive sul eA ER. 
Allora f + 9 € Af ammettono primitive su e si ha che 


frate fd fatt 


VISICIZEVETT 


Dimostrazione. Per rsercizio. 


Quota proposizione stabilisce una proprietà di linearità del'intograo indefmnito, analoga a 
quella dell'operatore di derivata (vedi pag, 253) 


(22) Bsempio 


1) Sia P(r) = aut + an aa + car + ag im polinomio di grado n € N. Allora 


Jregde= [(sttaninnti taria) den 
= fade + farsene 04 fede fonde= 


tai fe br ca fodera fo= 


n particolare 


J(Gtiosanorta) 


Jesi [pasefeurfeanssf ue 


, 


Lacan lasata cor 
È 3 


2) Sthache 
Y (tune 14 70000) ae md finede— Fd? fra 
= dcsen loglal «Tanzi o ceR 


(23) Osservazione So Fè une, 
È ERRATO SCRIVERE 


È CORRETTO SCRIVERI 


Cap. 5: Integrali semplici (o immediti) sa7 


(24) Osservazione Siano f € R un intervallo e {+ 1 + R una funzione devivabie. 
Allora 
n fred 


ceri 


tal+ 


La veritica è banale 
Se f e g sono due funzioni derivabili © ha senso calcolare f 0 g allora sappiamo che f 0g è 
derivate con 


Gogla=s 


mt) 


Allora per (2.5) si ha che 


Srna ea firontiea tfr slot ser 


tn particolare, essendo (vedi pag, 256) 


MIC) 
D(togl ite) = A. 
aa Fa 


di ha che 


cer 


TO) 
JÉe de= f Ditog1f(0)) de = log |f(2)]+ 


2.1. Integrali semplici (o immediati) 


Sono li integrali che i calcolano immediatamente perché deducibili da quelli delle funzioni lemen- 
tari e dalle proprieta della Propostzione (2.1) e da quell dell'Osservazione (2.4) 


(2.6) Esempio 


see 
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2 


Per avere la certezza calcoliamo la derivata delle primitive. Si ha che 


Dl sari faerar 


che coincide com la funzione integranda. Quindi l'integrale è corretto 


Consideriamo ora a = -1. L'integrale indefinito della funzione elementare {{r} = 7°) = dè 


fra 


Dalla somiglianza fra le funzioni integrando, possiamo supporre che l'integrale dato sia 


oglrita cer 


ì 
SEgebisie calo cer 
e ave la ortezza calcoliamo a deriva delle primitivo, Si ba che 


Dflogle+al+]= 


che coincide com la funzione integranda. Quindi 


Consideriamo l'integrale indefinito 


Per a = 1 si ha che 


Per ag 1 si ha che 


CETO 


Consideriamo l'integrale indefinito 


i 
lizani 
Sihache 


de Bale i +e 2VEFI+e cer 


i ha che 
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5) Consideriamo l'integrale indefinito 


Per a = 1 si bache 


fanta] 


= logle alto, ceR. 


Consideriamo ora a  —1. Per la somiglianza della funzione integranda con quella del caso 
1), possiamo supporre che l'integtae daro sia 


forare fa-2}H +e, ceR. 


che non coincide con la funzione invegranda. Ts mala l'unica diffrenta sta nel segno, ossia 
nel coeficiente mltiplicativo —1 che compare nella derivata di questo ipotetiche primitive. 
Allora procediamo in questo modo: moltiplchiamo e dividiamo la funzione integranda per 
questo coefficiente mltiplicativo, —1, e otteniamo 


finora f(-[-t0-2])t 


poi, in virtù della Proposizione (2.1) il coefficiente fuori dalla parentesi quadra, che non sese, 
to possiamo portare "ori dall'intgrale 


fe 


fo 


fianarae=- f[-ta ar] 


Quindi 


8) Consideriamo l'integrale indefinito 


50 ha che 
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7) Consideriamo l'integrale indefinito 


50 ha che 


de= f 


per la somiglianza con i caso 1) ipotizziamo che sia 


CEL) 


La-atia cer 


Per avere la certezza calcoliamo la derivata delle primitivo, Si ha che 


ppe-ated=-o-nt 


che non coincide con la funzione integrando. In alla l'unica diferenza sta nel coeBiciente 
moltiplicativo —I che compare nella derivata di questo ipotetiche primitivo. Allora procediamo 
in questo modo; moltipichiamo e dividiamo la funzione integranda per questa coefficiente 
moltiplicativo, =), e otteriamo 


fas fo-ate-f(-|-o-rt) e 


poi, in virtù della Propesizione (2.1), l coefficiente fuori dalla parentesi quadta, che non serve, 
10 possiamo portare "ori dall'ing 


= fa] era 


asta 


8) Consideriamo ’intgrlo indefinito 
foreata 


Per la somiglianza con il caso 1) ipotizziamo che sia 


farenratiaraze cer 


Per avere la certezza calcoliamo la derivata delle primitive. Si ha che 


Dffrrsay e] rerca 
ch no conci cos Ta fono ineranda, Tn aa l'unico diem sta nl coficnte 
slbpitio 2 ch impe tile dsfeta di queto io yiiv. Albe prode 
È queto modo. molfpihtmo © dividono le anione interanda per queto cocente 
solite, 2,0 atei 


forsopde= [i pone] ae 


cp 
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10) 


poi, in virtù della Proposizione (2.1) coefficiente fuori dalla parentesi quadra, che non serve, 
lo possiamo portare "fori dallintgrale’ 


i 


PEROSA ita e 
farriatar= Tir4al+o cer. 


) Consideriamo l'integrale indefinito 


fonica 


L'integrle indefinito della funzione elementare {{2) = sine è 
fsinzde=-coor-o cer 


Per la somiglianza fra lo funzioni integrando possiamo ipotizzare che sa 


nioegrto cer 


finsede 
Per avere la certezza calcoliamo la deriva delle primitive. Si ha che 


D[-conse 


dandr 


cho non coincide con la funzione integranda. In va 'anca difeenza sta nol coeficiente 
moltiplieativo 3 che compare nella derivata di queste ipuvetiche primitive. Alora procediamo 
in questo modo: moltiplichiamo e dividiamo la funzione integranda per questo coefficiente 
moltiplicativo, , e otteniamo 


fndede= f [pino] de 


poi, in virtù della Proposizione (2.1) coefficiente fuori dalla parentesi quadra, che non serve, 
to possiamo portare “ori dallintegrai 


cer 


1 frase 


Consideriamo l'integrale indefinito 


Jena 


Per la somiglianza con il caso 1) ipotizziamo che sia 


J@H) 


Per avere la certezza calcoliamo la desivata delle primitive. Si ha che 


21 
i 


@irl'ta cer 


esere) 
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che non coincide con la fusaione integrando. Tn questo caso la difrensa fra questa derivata 
e la funzione integrande non consiste solo in un coefficiente moltiplcativo perché c'è 
anche il fattore 2. In questo caso mon si puo procedere come negli esempi precedenti. Infatti, 
NON si uo “portare fuor” dallintegraleun termine che contiene la variabile di integrazione 
Questo integrale ao calcolare con tecniche standard dopo aver sviluppato il polinomio (per 


11) Consideriamo l'integrale 


PA 
Sat 
Osserviamo che a numeratore cè la derivata dl denominatore. Allora per l'Osservazione (2.4) 
si ha che 
ca EI) de a loglf(o] +e=log(r341) +e cc 
Jie DE den loglf(o] +e=log (+1) +e ceR 


10) Consideriamo lintgae indoinito 
[eta ner 
Cid nate a =. Alce i 


[eigen fa 


Osserviamo che a numerstore c'è “quasi” la derivata del denominatore. Quello che manca è un 
coefficiente moltiplicativo 2. Allora procediamo in queste modo: moltiplichismo e dividiama 
ta funzione integranda per questo coefciente mollplicativo, 2,0 ottenisrro 


hiergte- [8 
lrrsi 


ora simo nelle condizioni dell'Oservazione (2.4) © sì ha che 


si 1;fG 
forata ijiaa 


= jloel/(e) +e= log tolto cer 
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Consideriamo or a —1. Per a somiglinza con sso 1) ipotiziamo che sia 
Ferei 
pesgtetzi 
Per avere la cartezza calcoliamo la deivte delle primitivo. Si ha che 
1 jagan Si 
ICROMESELIOZO) 


ri 
che mon coincide con la fanzione integranda. In mala l'unica differenza sta nel coefiiente 
moltiplicativo 2 che compare nella desivata di queste iporetiche primitive. Alora procediamo 
ta questo modo: maltipichiamo e dividiamo la funsione integranda per questo coeficieste 
moltiplicativo 2, © otteniamo 


sani aid 
Jia fia 

po, i vir della Propogzione (2.1) oeiciente fuori dalla parentesi quadra, che non serve, 

do possiamo portare “fuori dall'intera’ 


aio cer 


ol 


13) Consideriamo l'integtae indefinito 


fuoco 


Fi eis cm Lc 1) ipoteche de 
fuga 


Per avere la certezza calcoliamo la derivata delle primitive. Si ha che 


-9' 
malcativ he compare la deva di quos psiche prime. Alora procdimo 


Ja ataee fifa 
poi i ella Propone (2) cocente fari dalla parenti quadra, enon sese, 
lo possiamo portare "uo dall'integrale” 


Ja@-9 


Gao cer 


pfie-9 4 


ego cer 
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14) Consideriamo l'integrale indefinito 
franode= fd 


Osserviamo cho a numeratore c'è “quasi” la derivata del denominatore. Quello che manca è un 
corfiiente moliplicativa -1. AVora proceiamo in questo moto: moltiplchiamo  dividiarso 
la funzione integranda per questo coefficiente moltiplicativo, —1, e otteiamo 


tirata 
pin vità dell roposizion (2) corfiinte -1 davanti ll fazione, che on serve lo 
Forio parte “uo dall'integne” 


ra simo nelle condizioni dell'Osservazione (2.4) e sì ha che 


lia 


ntoglfia)l+c 


Vogleoer] +e, ceR 


ri modo del tuto analogo i prova che (er mercio) 
frotrar= [Edi bglanal to cer 
15) Const nta indefinito 


co0r2 
mesa 


Osservismo che a numerstore c'è la derivata del denominatore. Per l'Osservazione (2.4) é ha 


che 
cor 427 


18) Consideriamo l'integrale indefinito 


50 ha che 


puesearabta Lf(a-ser i) 


1 


nartetredlogle| to, ceR 
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‘onideriamo l'integrale indefinito 


125 


è 
Eri 


Sommando e sotraendo 1 a numeratore si ottiene 


125 2- (142) 


TH 


dee 


le den f(- 1) dndgterza cer 


18) Consideriamo l'integrale indefinito 


Osserviamo che a numeratoro c'è “quasi la derivata del denominatore. Quello che manca è 
un coefficiente moltplcativo -2. Procedendo come negli esempi precedenti e applicando poi 
POsservazione (21) i ha che 


1 
de= logi -#]+a cer. 
Flog 2]+e 


50 ha che 


Fee zare 


procedendo come negli esempi precedenti 


cilfaen/a 


ife) erazio cer 


20) Consilerimo l'integrale indefinito 
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50 ha che 


procedendo come negli esempi precedenti 


asctanz + logia -3 fida 


= asctanz — loglol — log (2° 


stetanz + log 


21) Consideriamo l'integrale indefinito 
Mezzi 

fre 
vr 


Lintegrale indefinito della funzione elementare /(2) 


[again cer 
Neli it è glio ve e vati, posi, e denominatore ich è merate 


vr save (er: 
fre ele 


procedendo come nell'esempio 19) si ottiene 


= arci + (1-2) +0 
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Possiamo procedere in più modi: 


2) poiché sin eos = 1(2einz 0002) = Lain2r, si ha che 


fsnzcwrde =3 frinarde= 


procedendo come nell'esempio 9) 


ì 
lenrto ceR 
8) poiché cor = DIG)(7, allora Ta funzione integra è 
: 
snai lDn (0) = È [D (snt)) 
Allora per l'Oservaione (24) si ottime 


fenscannde= 3 /(D(Kn)] lara fantzio ceri 


© poiché an» 


(- cos) {2), allora proceendo como nel caso 8) i attiene per esercizio) 
1 


fsnrconrd costz+e, ceR 


Osserviamo che abbiamo ottenuto tre risultati diversi 


Domanda: sono proprio distinti questi te inaiemi i primitive 0 sono lo stesso insieme setto 
in tre modi diversi? 


23) Consideriamo l'integrale indefinito 
fsinteconzde 


Poiché cos. 


Disin](z), allora la funzione integranda è 


sin 2 0082 = sin £1D(Gn)](e} 


D (60)] 
fiat eeoende= 3 f 70 (an) (4 


24) Consideriamo l'integrale indefinito 


1 


sinirto cer 


fsinecoet rd 


Poiché sins = DI- coe){r), allora la fanzione intogranda è 
1 


sin 0982 = cor 1D(- cos(a) = —1 [D (co)] (2) 


Allora per l'Osservazione (2.4) si ottiene 


1/0 (en)]r 
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2.2 Formula di integrazione per parti 


(27) Teorema (Formula di integrazione per parti) Siano ! CR un intervallo e 
Î,9-1 R due funzioni deivobili 
Se la funzione J'9 ammette primilive su 1, allora anche la funzione Jg' ammette primitive su 


Te stha che 


Formula di integrazione 
per parti 


fsi dea stola - food 


Dimostrazione. Sia M/ -/ +» Runa primitiva di f‘9 01 7 Quindi Ml è derivabile au / con 
HE) = SIAE) per agni x € I e inoltre 


fFiratmer= Ha cer 


Consideriamo la funzione {9 H 11 > R. È denivabile perché composizione di funzioni derivabii 
e per ogni x €! i ha 
(o HG) = dl + fa) 
PALA + 9 - PA 
192). 


Quindi fa — H è una primitiva di fg mi Po si ha che 


[19 de= fol Ut = LA fl 


ra 


(2.8) Osservazione. Nella frmula di integrazione per pati 
sto tarde = siciala) — f Pedale) de 


10) è detto fattore finito mentre g'(e) dr è detto fattore differenziale 
La formula di integrazione per parci scarica l'integrazione della funzione {y su quella del- 
la funzione "5. Nelle applicazioni verrà usata quando l'integrale di quest'ultima è più facsle da 
determinare rispetto a quello di fa". 
Quando si usa la formula di integrazione per pati i dice che i “integra per part” e per indicare 
questo procedimento talvolta utilizzeremo l'abbreviszione “pp " 


(29) Esempio 


1) Consideriamo l'integrale indefinito 


fred 
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Non è un integrale semplice (0 immediato). Proviamo ad integrare per parti. Dobbiamo 
decidere chi è la funzione f © chi è g. La scelta mon devo essero casuale, ma devo esere 
dettata dal fatto che applicando la formula di integrazione per pati 


[pride siro) - f Patate 


partendo da 9° dobbiamo già conoscere 9, cioè una primitiva di Y, Se per esempio porsamo 


1) = 2 e 92) = e, allora $(2) = Le 9 
e free 


L'integralo a destra è immodiato e si ottime 


(Mia ceR 


Jrrdinro- fedenio nese 


So invece consideriamo /(7) da cui Pr] = e e p(e) = Lf, si ottiene 


L’integrale a destra non è immediato e sembra più complicato di quelo di partenza (basti 
pensare che il grado del polinomio che moltiplica e* è aumentato). Quindì il procedimento è 
correo ma inutile. 


2) Consideriamo l'integrale indefinito 
fronde 
Non è un integrale semplice (o immediato). Osserviamo che si po scuivere come 
frronrae 
Proviamo ad integrare per parti. Tn questo caso è evitente che potremo f{7) = logs e 


92) — 1, dato che nonè nota une primitiva di f(2) = log mentre è nots quella di 1} 
che è ad esempio g(r) = 2. Essendo £"{e) = È, integrando per parti si ottiene 


frioes ansi ige= f È densinge= fn 


ben) 


L'integrate a destra è immediato e si ottiene 


ffutrde rice f deste 


3) Consideriamo l'integrale indefinito 


Jarira 
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Non è un integrale semplice (o immediato), Osserviamo che i puo erivere come 


Proviamo ad integrate per parti. Posto f(2} 
ale) = — cone i ottiene 


= nanacsrà /(1-sints) di 


= snecere f de- fantrdo. 
Quindi portando a snietra il termine — (sint .de si ottime 


2 fsstade = -sinzconr+ f de 


da ci segue 


nainzeos) +e ceR. 


In modo del tutto analogo si prova che (per cencizio) 


frode 


Consideriamo l'integrale indefinito 


(etanzcona) te ceR 


de 


/ 


Proviamo ad integrare per parti. Pomo f{e) = 2 e ge) = e-35 si ha che fr) = 2r e 


frena lac [set 
Vintegil a destra non è immediato, Sip inegae ancora pet pat. Pon 3) 
gr) = e? ai ha che f(x) = 1eg(7) 


ie 8 osi ottiene 


ra l'integrale a destra è immediato e i ottime 


lagalpa_ 


7 


Quindi in questo caso abbiamo iterato 1l pocedimento di integrazione per parti 
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5) Consideriamo 


egrale indefinito 


vr 
Proviamo ad integrare per parti. Posto f(e) = logx e #l 
ae) = gr e i ottiene 


de. 


6) Consideriamo l'integrale indefinito 


Sì può serivere come 


Proviamo ad integrare per paci. Posto f{3} 
n g(r) = 50 a ottime 


Quindi portando a sinistra temine — f VTZITd= i ottime 


af avr4/ de cs VT TP barinrto, ceR 


da ci segue che 


[ra 


1) Consideriamo l'integrale indico 
frst+ vira 


53 può sive come 
frrne T79)a 


Provino al integrare per pari Posto (9) = log (+ VTF7) e 9/6) =1 si ha che 


1 vTrR4: I 
avra via va 
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frroe(+ VTFR) tizio; (+ 79) fe 
procedendo come nell'Esmpio 12) degli integrali iamediati 


nate VTTR)VTTRIHA cer 


2.3 Formula di integrazione per sost 


(2.10) Teorema — (Formula di integrazione per sostituzione) Siano 111 € R dee 
intervalli, f: 1 > Runa funzione che ammette primitive, F 1 - Runa promitiva di f su 
210194 I una funzione derivalile e incerti. 

Altora le funzione @ © J — R definita da G{1) 

9:18 0) = Jo) 

I altri termini, posto = p{t) si ha che 


fsera= [16 


Dimostrazione, È un'immediata conseguenza della formula di dvivazione per Jo funzioni compo- 
st. Infrt, essendo (2) = F(j()), si ha che Cè derivabilo su J perché composizione di funzioni 


FIA) dna primitiva su 7 della finzione 


Formula di integrazione 
per sostituzione 


MECEI 


derivsbilicom 


Hel CUS FI 7 L60)e0= 900 


Quindi G è una primitiva di o su /. a 


(2.11) Osservazione. La formula di integrazione per sostituzione consente di fare il cambiamento 
di vasiabilo negli integral indefiniti. 

Vedano inanzitutto di spiegare perché l'enunciato consente di scrivere questa formula. Per 
ipotesi F'è una primitiva dif su P. Quindi possiamo scivere 


fred 


#01 è una primitiva di a 


Elia cer 


La tosi afermna che G 


({0 4)! su. Quindi possiamo sivere 


Jatta ot +k= Fist, ken, 
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cioè le primitive di 9 e 7 si ottengono da quelle di Y ponendo 2 = p(t). Quindi l'uguaglianza 
G( += Flo(0)) — ki pro scivero come 


Jaoa=f soma 3 frode 
DI 


NON è necessario imparare la formula a memoria. È possibile ricostrurla fcilzente, uti- 
lizsando la definizione di diferenzile (edi pag, 245), Infatti, formalmente di passa dall'integrale 
ta 2a quello int ponendo 2 = p(). Allora il difrenziale di è 


den del) 


Quindi 


La formula di integrazione per sessituzione scarica il calcolo di un integrale in una variate in 
un integralo in un'altra variabile. Nello applicazioni usa per ottenere un integrale più facile da 
calcolaze.. Quando i uso la formula di integsazione per sostituzione si dice che si “integra per 


soitazione” 

Nell'enuncito del eorezza c'è l'ipotesi che j, la funzione del “cambiamento di variabile”, ia 
invertibile. Questa ipotesi non serve nel teorema. È però spesso utile nelle applicazioni. Infatti, 
04 dev scolare iatgralo 1) de dl pera cant di vasi 


0), alora si 


Jia 


Ora per poter scrivere queste primitive nella variabile originaria è necssaio poter eplicitre tin 
funzione di 2, cioè inverse la funzione p Quinli se è invertibile, alora si ttine {= 5!(9) la 


fretmemazanmte cer 


Jima | fometna= == (p 


Quindi l'ipotesi di inversbilv’a della funzione del “cambiamento di variabile è necessaria quando 


Me) te cer 


Li vecchi variabile è fungono dll nuova varati 

Sclave la nuova variabile è funzione dalla vecchia variabile, lora queta poet an 
i It ei de oi ago / (00) pi cin di si 
2 06) alri one 


Jrstoeae /stde= FA telita cer 


Nello applicazioni sucende spesso che la funzione integranda “caggrrieea’ il cambiamento di va. 


riabilo opporeuno per semplificare l'integrale da calcolo. Altro volto tnveco sono necessario delle 
sostituzioni più particolar. 
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Si nottalinea il fatto che per calcolare un integrale volte è necescario combinare più tecniche 
diverse. 


(2.12) Esempio 


Consideriamo l'integrale indefinito 


[rr 
Lo alibiamo calcolato per partì. Proviamo a cafcolarto cambiando la variabile, Poniamo 
2 = ein, cioè la vecchia variabile è fanzione della nuova variabile. Scegliamo un intervallo in 
ci la funzione seno è invertibile. Per esempio [--, 5]. Altra in questo intervallo la funzione 
in i ricava che 


inversa di semo è proprio arcoseno e quindi 1 = &rcin x. Inoltre da 7 
de = dieimt) = costato quindi ci ottiene 


NF fi nttcortdt= / Vsaticostdt = [cost] costo! 


per € [-3, 4] ha che cost 0, quindi od] = cost e lotte 


= fodid= 
; ; ; 
pic i pag 350) fot 4 antcn) te, ce Ride 


do ceR 


1 1 
= Git4 atenei) += 3 (acsine — sin (resi )c0e aci) 


ed essendo si (ace 2) = re 
oe (aes 2) = JT sin farina) + VITA, 


“ Aa) 
Auris +aviE7) ia cer 


JR font 


aralogamente è quanto gîa ottenuto integrando per parti 


2) Consideriamo l'integrale indefinito 
pera 
Posto £= loge si ha che di > log) > 3de. Quindi 


JRfbd = fAdiusen toprto cor 


5 


5) Consideriamo l'integrale indefinito 


[ria 
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di Ne segue che 


2/(+e) = 


feleHi)a 


fono 1 ed hace di 
J#as 


5) Consideriamo l'integrale indefinito 


cre 


ECZO 


Posto # = 2r +5, cioè x = Lé, ci ha cho de = id. No coguo che 


frareopeda 


(CORP RETI ORESTE 


8) Consideriamo l'integrale indefinito 


feta 


2ide, Ne segue che 


Jofar = fusa 


=ud-2 feti 204 ca 


Posto è= VE, si ha che e = 18 è d 


enaet(Fur)ia cer 


7) Consideriamo l'integrale indefinito 


Jane 


Te e de = Jedt. Quindi 


etant + o = L aretan Vir + 


lirici Eri ti 


paga Zon 
reni ni+ileontre cer 


cer 
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Più im generale se 8 > 0, allora 


Fans Iiczoni 


ha che di = (far e de 


nei) 


= Pactant +e Pac ( 


Fd dci i ine 


di 
ila 


d 


2.4. Integrazione delle funzioni razionali fratte 


Nei paragiafi precedenti abbiamo visto come sì calcolano gli integrali indefiniti del tipo 


et feat (aa (gi en 


Prima di affrontare il caso generale dellintagrasione di una funzione razionalo fata, occupiamoei 
del calcola dell'integrale 


ie de, ag0, 6 -dac<0. 


FI 


Poiché 18 — da 
è quello di «csvere 1! polinonrio nel seguente modo 


0, l polinomio ard+ ta +e è iniducibile, come polinomio reale. I nostro obiettivo 


441), 
dove deRet = ar+ è per opportuni ad € R 

Her fa do utlizzno il cosidsto metodo dl completamento dei quadrati. Inizialmente 
desriviamo il procinto attraverso degl empi, uccesvamente vedremo 1 cas generale 


(2.13) Esempio. Consideriamo l'integrale indefmito 


i 
ia 

lara 
1 diziibante di dnonizinaà — < 0 Quindi distorti cane pio 
sil i ao lle quo di vor dl ponte si guaio ode 


ITZOA 


dove d E Ret = ar + Si per opportuni a,g € R. Utilizziamo il metodo del completamento dei 
quadrati 
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1) individutamo nel tornio un quadrato: 


2 drziafet) 


è itquddintodi e 


< rima ORO 


idoppiopivodio et nt 
iognasttane (3) 


Quindisi 


Posto è = dtt ci heche 
4 3 (e 
darsini(-1) 


Ne segno che 


2 


=, 


(2.14) Baompio. Considersmo l'integrale indefinito 


E de. 

ori 

Il discriminante del denominatore è -8 < 0, Quindiil denominatore è irriducibile, come polinorrio 
reale. Il posto obiettivo è quello di scrivere il polinomio ne seguente modo 


ar-zrc1=d(#41), 


dove d € Re t = ar + 5 per opportuni a, € R. Utilizziamo il metodo del completamento dei 
quadrati. 


gas 5. Lanceloti, Lesioni di Analisi Matematica I 


I) individuiamo nel trinomio un quadrato: 


Pe) 


ve 


individussmo nel tions il doppio prodotto 


ar 


Siepe TE paro vga 


Quindi ottiene 


Z(041) 
griozra 123 (841) 


Lat integiale diventa 


ca, de ci de 


Tatela 


Consideriamo ora il caso generale dell'intogzate 


Ja: apo, dae <0. 


Scriviamo il 


orso az? + br + c ne seguente modo: 
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dove deRet 


per opportuni 3 € R. Poiché a #0, moltiplichiamo e divitiamo per da 


1 
è ddr e (tas db 4 doo) — 
Abr pen d (fot + dobr 4 dae) 


nella parentesi aggiungiamo e togltamo È 


Tdote? — date + 8 + dae 

pito zio etti) 
1 VITA 

= T jtdar + 5) - fine 


raccogliendo tac — 8 


A 
roni dai) 


Ne seguo che e > (IZ, sa cui de = EE dle l'integrale diventa 


i ai 
EE ni EST a (SZ) ex 


Vesinmmo ore un esempio di integrazione di una funzione razionale rotta in at il numeratore è 
di primo grado ©.) denominatore è di secondo grado iriducible 


(2.15) Bsempio. Consideriamo l'integrale indefinito 


qs 
Osserviamo che a mumerstore non c'è la derivata del denominatore. Decomponiamo la funzione 
integranda e otteniamo 


del osinatore i 
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essendo D(2* + 24 1) = 22 +1, nel primo integrale prima moltiplichiamo e dividiamo per 2 


poi aggiungiamo e togliamo a numeratore 1 


dt er 
dd deniotore 

Bg landi di pigfe de; 

vlt rt 


infine decomponiamo la funzione integrsnda nel primo integrale 


1 Ga 8/7 


aerea aa 
“ife 


per l'Oscrvazione (24) e l’Esempio (2.13) si ottiene 


Consideriamo ora il calcolo dll 


stegtate indefinito di una funzione razionale fratta 
Pia) 
de) 


dove P e Q sono due polinomi con grado @ > 1 
Inizialmente si confrontano i gradi dei due polinomi, Abbiamo due cas 


Pea, 


1) Se grado? > grado, allora operando la divisione fa i polinomi P e Q si ottiene 
Pla) = S()0(0) + Ria), 


dove il polinomio S è il quoziente, quindi grado S = grado — grado > 0, 0 il polinomio R° 
#51 est, quindi grado R-< grado. Ne segue che 


sa nia 
da) 
Poiché il primo dei due integrali è semplice, rimano da calcolare i secondo che è ancora un 
integrale del rapperto fra due polinomi, ma con il numeratore R che ha grado inferiore del 
denominatore Q. Se anche questo integrale è immediato, oppure rientra nei cai gi studiati 
precrdentemente, lo sì catcla. Altrimenti si cade nel caso 2) 


de» Sd de 
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2) Se grado < grado@, operiamo in questo modo. 


Supponiamo che il polinorao a denominatore Q sia coì scomposto, conformemente è quarto 
stabilisce Teorema di scomposizione dei polinomi reali (vedi Teorema (2 78) del Capitolo 1): 


CORIO 


ma)t (ndr to) "(antro)", 


dove 21,...,, € R #ono le radici reali a due a due distinte di Q m,...,m € N sono le 
rispettive molteplici a, i tinomi a, + 8,7 + c; sono iiducibili come polinomi reati, cioè 
H daje, <0, perogni = 1,....h, em... EN. 


Motodo di decomposizione in fratti semplici di Hormite 
Sì parte dî denominatore @ scomposto nel prodotto di fattori imiducibilii primo e/o secondo 
grado, distinti fr foro, eventualmente elevati sc un esponente intero maggiore di 1. 


11 metodo di decomposizione in fratti semplici di Hermito è il seguente 


— ad ogni attore di primo grad, indipendentemente dll'esponento a cui è elevato, si sso 
cia una frazione in cui a denominatore si mette il fattore di primo grado e a numeratore 
si mette un polinomio generico di grado inferiore di 1 rispetto a questo denominatore, 
cioè una costante (da determinarsi) 

— ad ogni fattore di encondo grado, indipendentemente dll'esponente a cui è elevato, si 
associa une frazione in ci a denominatore st meîte il sttro di secondo grado ea numer 
tore si meste un polinomio generico di grado inferiore di I rispetto a questo denominatore, 
cioè un polinomio di prso grado (da detemninans). Si sommano fra loro tutte queste 
finzioni asociate is i sttori di prio grado che a quelli di secondo grado; 

— infine si aggiunge un termine che è la derivata di una frazione in cut a denominatore 
di mete il polinomio M che si ottiene dal prodotto de fattori in cui È «composta il de- 
nominatore di partenza @ ciaseumo con esponente diminuito di 1 rispetto a quello con 
cui compare nella scomposizione di Q, e a numeratore si mette un polinomio generico N° 
(da determinarsi) di grado inferiore di 1 rispetto a questo denominatore, con la conven- 
zione che se grado = 0, allora si pone N(r) = 0 e quindi dt = D © di conseguenza 


+88)-0 
quindi ha 
019 
Bat Betti A 
DEEZNZIN r+brta de |M{z) 
dove 


a) 


tt +bir + ail 
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2 un generico polinomio di grado uguale a grado M1 (con a convenzione che se grado M 
0) cioò se M è un polinomio costente, allora N(r) = 0) © 4,,B,,C, € R, per ogni © 
1,..kej=1,..,8 (4y8,,C, e il polinomio N cono da determinarsi in modo che susieta 


l'uguaglianza (2.16)) 
A questo punto si procede in questo modo 


1) si calcola la desivata £ [21% 


2) di otamano use le fazioni (denominatore comune è chiaramente) 
3) i impone he la razione che si ottime sia uguale a £. Quindi, avendo uguali i de 
rominator, dovranno ere ncosariamente uguali Gero. Dall'uguagiana de 


numeratori, per il Principio di denti'a dei polinomi, si ottiene un sistema lineare le 


cui incognite sono A,,B,,C, 1 coefKeienti di N. Risolto il sistema, sono determinati 
esplicitamente i valori di A,,B,,C,, per ogni i Roj = 1,...,h, eil polinomio 
N 


Una volta determinati eplcitamente A,, ,, © N si sostituiscono in (216) e l'integrale di 
partenza diventa 


age Si 
Ba+6; 


«Bier [BEI le 


Coe de hit fd n dt to 


de= Allogle orto ceR 


(intenti f LETT 5 4 tatto cme nl'Esempio (2.5) ottime 


IEEE 


lai [ea ie 


By |_tan+b, 84 1 
da, Le-( È) 
TTTOCTINI fondi pas 359) 
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n; 
Ms) 

d [MA] MM 
J#[#8] “a 
55 cea ché l'integrale indefinito di un fnzion razionale rata è sempre capii come 
Ve di co meo fidi bo, che posso pro del nquata too 


son tto 


ne (2.4) 


cer 


— funzioni razionali 


— alogiaz +; 


— aloglast + be = dl, con & - dae < 0 


— aaretan (ar +) 
(217) Osservazione 


0) 1 metodo di decomposizione in frati semplici di Hermite si applica solo quando i numeratore 
fa grado infeiore del demominatare. 


1) 11 metodo di decomposizione in ratti cemplici di Ilrmito si applica solo dopo aver scomposto 
ii dlemaminatare i fattori iniducibili di primo e/o secondo grado, Questo è uno de princspali 
problemi nell'applicazine del procedimento descritto. Infatti, è bon noto che non esistono 
metodi algebrici per sisolvere le equazioni di grado acbitrazio © quindi non è sempre possibile 
scomporre un polinomio di grado qualunque 


Il metodo di decomposizione infatti semplici i Hermite permette di scrivere la frazione come 
somma di frazioni più semplici, in cui i deominatori sono noti, e in cuî i numeratori sano ila 
determinarsi in modo che valga (2.16). Per poter serio ogni addendo, bisogna sempre 
partire dal denominatore. la particolar, nel termine in derivare £ [28], prima si sestve 
M e possi determina la forma di N. 


4) Se i furti in cui è scomposto l denominatore @ sono tutti elevati ad esponente 1, allora 
Mia) 


1 e sì pone per convenzione NF 


De quindi l'ultimo termine si peo omettere 


) Esistono altri metodi di decomposizione in ftt semplici di una funzione razionale rotta 1 
metodi di Hermite ha fo svantaggio di dover calcolare inizialmente una derivata, ha a tes 
complosi’a computazionale degl ss nella risoluzione del sistema (detto in alti termini ha 
to sceso uumero di incognite), ma ha il grande vantaggio di docomporr la fazione in frazioni 
più semplici 1 cui integrali sono immediati oppure calcolabili con tecniche stamani e in più 
l'integrale del termine in derivata è super immediato, 


(218) Esempio 


1) Consideriamo l'integrale indefinito 


Jannt 
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È integrale di una funzione razionale Statta. Mumeatore ha grado mentre denominatore 
Ge) = 2t(e + 1) ha grado 3 ed è già scomposto nel prodotto di futoi iiducibli, tti di 
prio grado, Itri, 

Qi) 


sile) = (e Ple 1 


Decomponismo la frazione = con il metodo di Henzite. Essendo Q(2) = (x-0)r+ 1}, 
si ha che M(x) = (x 0)P"i(0 = 11 = fo — O}(2 + 1). = 2° Quindi grado MM = 10 dì 
conseguenza grado. = 1 = 10, cioè N è costante. Allora si ha che 


1 
FI 


Sì he che 


1 _(A+B)st+ (A-C)e- 
FEST PIEFI 


A+B=0 
A 
> lacco + 
B 


no=1 


Quindi 


esi 


Allora l'integn 


laenne i 


E 


1 
ctogleltlogltil2i+o cer 


2) Consideriamo l'integrale indefinito 


2043 
[aa 
di integrale duna funzione razionale fatta, llnumertore ha grado 1 mente il denominare 
Q5) = 2? — 1 ha grado 2. Scomponiamo fl denominatore ne prodotto di fattori iiducibili 
St ha e 


al 


PG+p 


Cap. 5: Integrazione delle funzioni razionali fatte 365 


Decomponiamo la frazione 2% con il metodo di Hernite, Puiché i fattori che compongono il 


denominatore sono tutti elevati all'esponente 1, il termino in derivata non c'è. Si ha che 
Pre ALE 


Cmuceni trai 


AG=D+8G =) 


d=1 
(A+ B)e + (A-B) 
TSI 


50 ha che 


Quindi 


Allora l'integrale diventa 
2048 
Fit 


È inuegrae di una funzione razionale atta. TI mometoe ha grado O mente il denominatore 
Q{o) = (22 +1) ha grado 4 cd è fa scomposto nel prodotto di ftt sriducibili, uno olo 


di secondo grado. Decompontamo la fasione remo con il metodo di Hormite.. Essendo 


06) = (E È da che M(S) = (304 Dpe3 SUA I) = 221. Quindigrado 
di contguene giado N = 2 — 11, i 4 è cn ratio pliozodi primo gudo, Alce 
dieci 
1 AREB  d (CEED) Arih Caso ate dI 
fi Cra IO 


Ar 4 B =Ca 220540 
FRI* FAI 


Ar + B)(5t + 1) - Cet - 205 + 
IGEAL 


Art+ (= 0) = (A = 2024 (B- 
+ 
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Si ha he 
= {A-20)+(8+0) 
Tr 
A + (B-0)22+ (4-20): +(B+0) 
420 
s 
A-2D=0 
B+o=1 
Quindi 
cialis 
GHF FA 


Allora l'integrale diventa 


FAI 


ssetanz + 


(2.19) Esercizio Calcolare quest'ultimo integrale per parti (auggerimento: applicare la formala 
di integrazione per parti all tategrale / 


2.5. Integrazione di alcune funzioni irrazionali 

Nom tutte le funzioni irrazionali sì possono integrare elementarmente. In genere per calcotare le 

primitive di funzioni irazionali i ricore a opportune sostituzioni, owero sì cambia la variabile, 

© i applica la Formula di integrazione per sostituzione (vedi Teorema (2.10)). Ta genere queta 

operazione trasforma L'integale in un altro che va calcolsto con le tecniche viste precedentemente. 
Vediazno alcuni esempi. 


(220) Esempio Consideriamo l'integrale indefmito 


147 
Trr ge 


Cerchiamo di far sparire Ta radice quadrata, Posto t = yF, da cui e = 4, si ha che de = 2A dt Ne 


sein 


chè l'integrale di una funzione razionale fatta in cui numeratore © denominatore hanno lo stesso 


sogno che 


grado. Reoguondo la divisione fra i duo polinomi, ovvero aggiungendo togliendo 1 a numeratore 


Size /® 
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€ R (vedi Reempio (2.19)) 


sn (AGLI) ce cer 


i 


Tata ( “ 


Va 


2 26-/Aarctan (53) de 


Quosto procedimento si può applicare ogniqualvolta compaiono dei radicali, tuti ugual, della 
variabile 0 di un polinomio di primo grado nella variabile. 

Se invece compaiano radicali i nie diverso della variabile 0 di un polinomio di primo grado 
nella variabile, allora conviene operare in questo moda: sì pone £ uguale sla radice di > 0 del 
pelinemio di primo grado in 7, sl cui indice è uguale al minimo comune multiplo degli indici di 
tadice che compaiono nella fungione incegranda. 

Vediamo un esempio. 


(2.21) Esempio: Consideriamo l'integrale indefinito 
Je 
Tre” 
Posto è = mentiyif = g/F, si ha che 2 — 08 e de = 81 di, Ne segue che 


Erer inietd irc 


cho è l'integrale di una funzione razionale rata in cui numeratore e denominatore hanno 1 sesso 
grato; reegueno la divisione fra due polinomi, over aggiungendo togliendo 1a numerata, si 


ottiene nate f ia 


Fig in fatti semplici si ottiene 


damesci 
esi) 


srclgli3/7 


a 1 
Fire sfad 


e + Glogit] —3log(1 +1) — Garctent+ e 


= 097 logs —3log(27+ 1) darctan 97° 


Garctan F +e, cer 


SyT 1a 
“7 
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Consideriamo ora il probîema di 
radicali dol tipo VT —77, con a>0. 
n questo caso piò esere conveniente porte 


calcolo di un integrale di una funzione contenente uno 0 più 


n, da evi de = a cost. Conviene pensare 


cheé€ [1.3] Te questo modo a Sonzone sno è ivetibile e a sca invero è areseno. Quindi 
si ha che = rin, Inoltre, sendo € [-3.3] si da che 

cino —> conto fanti 
Attore 


vw 


(2:22) Esempio 


Posta 2 = 2sint sin £, cost = VTTRRTI e de = 2ecetdt 


Quindi và 


Sarli [FERA 


posto 


né si ha diy = — sin Cl quis 


logliy= d|+e= 


vet + 3e loglScust-A|+e= 


cer 


Consideriamo ora il problema del calcolo i un integrale di una funzione contente uno 0 più 
radicali del tipo vITFeÎ, con a > 0. 


n questo caso può esere conveniente parte 2 = osimht, du cui = setti © — og (+ /TF#) 
ec mcr di lol di ba cho 


costi JRE 
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Allora 


VrFR = frana 


(2.23) Bsompio. Consideriamo l'integrale indefinito 


pra 


tini 2 = log (+ VITTI), de cui ds = ch fl i ha die 
SVETTA fetta 


Integrando per part si ottime 


Y cinte = fc tt cd tie — finita 
cmd coi = sint = 1, si basti = cb -1 da cu 
= citi f (coi) di = raine= fe f sot 


Quindi 
2 fronti 


da cui seguo che 
fronte 


Ne peg che 


SNEFi00= feta = Her indtant te= 


sendo cost» yi yi tana) DIVI 


ifpos(e TT) AAT] 


Consideziama oral problema del calcolo di ur integrale di ua funzione conterene uno 0 iù 
radicali del ipo yA7 — 33, con 0 >O 

Ta questo caso pu) ere conveniente porre = acc pe > 0. In questo modo la finzione 
coseno iperbolio è invrtilo e sì ha che è = etico £ = log (1= JET) e de = asinbed 
notre si a che per 2.0 


sini = yi ni 
Allora 


VET lc eat = fo (coeh' 1-1) = fl feno” 1 = asini 
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(224) Esempio Consideriama l'integrale indefinito 
[ria 


ch per > 0, quindi setta = log (e + VITTT), da csi de = sita i ha 
che 


[VET Tan= finita 


Integrndo per pari si ottiene 


frintteat= fine sine ?8 simbi cos 


font 
ren oi = 1, ha com = in — 1 dc 
= sin Cane — f (ante 1) = sinbeconbe— f i f anti 


quin 
2 fini = anbecone— fi anco crto, CER 


da cui seguo che 


fanbted= 3 finhtcone +, cer 
Ne pegue che 


Jurridea fiabtedi = itinbtcoe = 0+ 


cmendo sini = ERE = fer toi VEST 


[ivi log(e+ 31] 


Consideriamo ora il problems del calcolo di un integrale di una funzione contenente uno © più 
radicali del tipo vas? 767 > 
Con un opportuno cambiamento di vaiabile is riconduce a un integrale in cui i radicali sono 


del tipo vat 27, con a > 0 


con abc eR a<0. 


(225) Esempio Consideriamo l'integrale indefinito 


lara 


Essendo $ +25 2 


4- (e 1)? portiamo 


1, cioè 2 = y/+ 1, da cui dy = de. Quindi 


w . 
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VT OTT dy = 2eoot di. Quindi 


Posto y 


sinti perte | 


si ha che t = arco È, 061 


2VT ANTI — 2e0et e si ottiene 


finirono 


Consideriamo ora il problema del calcolo i un integrale di una funzione contenente uno 0 più 
radicali del tipo vazt == +6, con a,b, € Ra >0. 

Com un opportuno cambismento di variabili sì riconduce a un integrate in ci i radicali sono 
del tipo VETTA” oppure VET — a, con a >0. 


(2.26) Esempio. Consideriamo l'integrale indefinito 


/ 


Essendo 22 +22+2= (24 1}2+1, poniamo y= 24 1, cioè = y —1, da cui dy = de, Quindi 


Ias); Jom 


inbé, quindi sb td si ha che 


am 
/ 


sti = log (v+ VTFT) da id 


da cose 
lafgm Vani 


sendo sine = 22 e codh {> Le i ttiene 


vafà 


Porto 2= chè := 94 VPFFT, da cui de = edi i ha che 
da 1/41! 
Taste 3/Fa4-3/ di 
Stha che 
FED 
_ {ABI -(A=0):+0 
= 
Quindi 
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1 1 
Floglel+logl: i+ tc 


2.6. Integrazione di alcune funzioni trascendenti 


Ci occupiamo di integrare funzioni che contengono esponenziali, logaritni e funzioni bigonomett 
che. Alcuni di questi integrali si calcolano con sostituzioni “suggerite” dalla funzione integranda. 
Alti invece necessitano di costituzioni un po' particolari. Tn genere queste operazioni trasformano 
l'integrale in un altr che va calelato con le tecniche viste prrerdentemente. 

Vestismmo alcuni esempi. 


(227) Esempio Consideriamo l'integrale indefinito 
Posto è — e si ha che di — e" dr. Quindi 


Taste lt ast 


Corni 


de 


Siha che 


28, Ja 


Quindi 


(228) Esempio Consideriamo l'integrale indefmito 


de 


Ris danni 
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A denominatore compaiono solo termini în ins e a numeratore c'è eoes = Disin]{s], Conviene 
porro # = anz, da cui di = cosrdr, Quindi 


Tate [ate los 


88 ha che 
(A+Bezraza _, fA=- 
= med) 


Quindi 


list 


= doge 114 2logle 


—iogll —sine)+2log(2- ano) Se ceR 


Alcune sostituzioni speciali 


1) Consideriamo il problema di integrate una funzione razionale in seno © coseno. Se non i pio 
procedere come nell'esempio precedente, allora si po porre x — Zeretant, da cui t = tan 5 € 
de = E Troie si ha che 


2iant n 


tota 


Pareri 
(2:20) Esempio: Consideriamo l'integrale 


tn questo caso a numeratere non compare né la derivata di seno né quella di coseno. Poniamo 


2° Qanetant, da cui t= tant e de = 223 di Poiché sins = 83 e cone = LL, si bache 


Sata nlan 


Sì ha che 


attinto 


(A+ 24 ANI 1-84) 
vv 


gra 5. L'ancelott, Lezioni di Analisi Matematica | 


Quindi 


2) Consideriamo l problema di integrare una fenzione razionaleim cin , cos, ein x cos, tan, 
cat. Se non si può procedere cause nell'Esempio (2.28), allora si pro porse £ 
i L= tanz e de = 5 at, Inoltre si ha che 


i4tnte — 


th particolare per t > 0 si ha che 


quindi 


(2:30) Esempio Consideriamo l'integrale indefinito 


tiri 


Jan re de = pio di Poiché sint 


Sa fatti 


luca) 


Poniammo £ = aretant, da cui 


2 si ha che 


dl 
ta 
Fi 


Hlog(2tan's-2) +0 cer 
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(2.31) Osservazione Came vedrema nel prosimo paragrafo, le funzioni continue su un intervallo 
semmettono primitive. Esistono funzioni continuo, che quindi ammettono primitivo, per le quali non 
è possibile il calcolo esplicito del loro integrale indetto. Si dise che questi integrali non sono 
ealcolabili lementarmento, il che significa che queste primitive non sì possono esprimere come una 
combinazione finita di funzioni elementari. Nel corso di Anolisi Matematica ZI vete che alcune 
di queste primitive si possono esprimere come somma di una serie di funzioni. 

Esempi di integrali non calcolabili elemontarmente ono 


[eo feta [Ea fre 


[ea Jues [und 


Concludiamo questo capitolo com un esempio di calcolo di primitive di una funzione definita a 


(2.52) Esempio: Consideriamo la fusione 
(1-2) ee co 
sa 
sino ser>o. 
Detenziniamo una generica primitiva F di f ex RL Si procede in questo modo: 


1) gi calcolano gli integrali indefiniti di f sut singoli sottointervalli su cui è definita a tratt, in 
questo caso (00,0) e (0,00) denominando in modo diverso Te costanti aritare; 


2) la generica primitiva F di f aa defiità anch'essa a tratti € al momento contiene tante 
costanti arbittaie quanti sono gl intervalli in eu è “uddiviao’ il dominiodi f (nell'esempio in 
‘estione sono due). Si impone che F sia continua negli estremi dice intervalli conse 
dn questo esempio in £ = 0. In questo mado si impongono delle condizioni sulle costanti 
arbitrarie è di conteguenta risulta che tutte le costanti sono funzioni di una sola. Infatti, 
primitivo di une funzione cu un intrsall difericono per una sola costante arbitraria 


Cominciamo a calcolare gli integrali indefiniti / 
2 (1-09) esi ha che 


ideriamo f st (00,0) Altra J{e} = 


fro-ea ice) fe-ea 


i 
=9-1e-} 


-+a=ell-a+ ta ae 
Ctasela+i+a aeR 
Consideriamo fu (0, +00); Allora f() = slm osi ha che 

fanzarocwsrta, ner 


La generica primitiva # di f en R è della forma 


eQ-aò 
FG) { 


certa, 1250, 


dribe sen<o 
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dove ei ei € R sono tali che la generica primitiva F è continua in 0. Osserviamo che F è continue 
da sinistra in 0 perché composizione di fanzioni continue. Anché fia continua in 0 deve esere 


FO) = tm Fla) 
Perché 
a31 tim FO)=e 1 
sha chee, +1 ei — 2) Pesto e; = csi ba che una generica primisiva di f è 
efi-g4ta mesi 
Fi= cer 
embe PEESI 


Infine verifchiamo che è corretta. Dotibiamo calentare F' e controllare che (5) 
sE R Poiché F 


(5) pet ogni 
definita trat si ha che 


eQ-al-esros-0) [29] 


sane PEETI 


P= { 


È SBAGLIATO SCRIVERE SUBITO 
Per sapero se F è dertvabile in 0 possiamo per empio calco 
prima. Sì a che 


ti aterali della derivata 


lim PE) = lim ina 


N seg cho im (9) 
O con F"(0) = 0" Allora 


FO) 


La verifica è completa. 
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3. Integrale definito 


La teoria dell'integrale definito è strettamente Togata al calcolo dell'arca i una figura piana. Questo 
problema, che è senz'altro di carattere geometrico, vedremo che è in mala strettamente connesso 
al calcolo difenenziale 

L'integrale definito di una funzione reale di vaiaile reale è un numero reale s diferenza 
dellintgrsle indefinito che è un insieme di funzioni, Vedremza che c'è un legsme fra l'integrale 
definito di una funsione su un intervallo limitato 7 e le sue primitive su questo intervallo. Questo 
logeme è il Teoremi Jondomentale del celcalo integrle (vedi Tooema (5:28). Tn bnse a questo 
teorema, l'itegale definito ci £eui'a uno srussento per determinare le priitive dell funzioni 
(continue) e viceversa tramite Te primitive della funzione (continua) saremo in grado di calcolare 
l'integrale definito, 

isstono vari teorie dellIntegrazione: le più note sono quela di Cauchy, quella di Riemann e 
quella di Lebesgue, Not introdurrom l'integrale definito di Riomann. 


(1) Definizione Sia Y: [a,b] > Runa funzione. 
5 chiama trapezoido di f su lab) la regione del piano coreano Oxy delimitata dall'in- 
tervallo |a. dalle retto £ 1 dal grafico di f. Lo denotismo com Ti a,b). In 
stabi 


Tia d)= (fe) ER: a ce ed, 0<4< (0) oppure jle) < 40} 


Figura 6.1: 1ltrapezvide di f eu a, 8} 


Se 4 è una fazione afine (cioè 
un trapezio 

Se f > 0, allora il trapezvide di { è una regione di piano al di sopra dell'asse delle ascise, 
montre se f < 0, allora il trapezoide di f è una regione di piano al di tto dell'asco delle ascisce, 

Vogliamo asociae al trapezoide dif st [5 un numero sele che, nel cao in cui f sia positiva, 
coincida con l'area del trspezzide (e quindi è positivo), nel caso in cui Y sta negativa, comcida con 
l'opposto dell'area del trapezoide (e quindiò negativo). In alti termini lo zone dol trapezoide che si 
trovano sopra l'asse elle ascite daranno un contriiuto positivo, mentre quelle al di sotto daranno 


Ce) = a2+ 8) positiva o negativa, allora il trapezzide di f è 
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un contributo negativo. Quindi se f cambia segno in [a H, alora questo numero che vogliamo 
associare al trapezcido di su a, 8) sa'a la somma algebrica dello are delle zone dl trapezoido al 
i sopra dellass delle ascisse, con segno =, e di qulle al di sotto dell'asse delle ascise, con segno 


Figura 5.2: Le zone del trspencide di f sopra l'asce delle aecisse danno un contributo postivo, 
quelle sotto danno un contributo negativo 


Questo numero è l'integrale definito di J su JB], Nel seguito lo chiameremo “area del tape 
avide”, dive o vingalete stanno ad indicare che non & tratta sempre di un'ere effettiva, ma solo, 
come detto in precedenza, quando la funzione è pogtiva. 

Introduciamo ora la nozione di integrale Riemann, Inisialmente ci occuperemo di introdurre 
‘questo concetto per una clase più semplice di funzioni, le funzioni a scala; successivamente de 
fintemo la nozione di integrale di Riemann per le funzioni Tmitate eu un intervalla limitato. Tr 
generale questa nozione si può introdurre qualunque ia l'intervallo limitato, indipendentementa dal 
fatto che contenga 0 meno uno 0 entrambi i suo eteri. Tn questa sede, per motivi di semplicita 
espositiva, considereremo quasi eclusivamente un intervallo chinao e limitato 
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3.1. Integrale di Riemann di una funzione a scala 


Consideriamo un intervallo chiuso © Tita [a, 8] © n+ 1 punti non necssariamente equispaziati 
Footer € lb] con È. Questi punti determinano una 
suddivisione di [0,6 n n sotointervalli del tipo (,_1 i) per ogni i= 


Se uno più di questi intervalli viene a sua volva suddiviso mediate un numero finito di punti, 
anche diverso da intervallo a intervallo, alora i ottiene ancora una suddivisione di 7 che viene detta 
affinamento della auddivisione iniziale 

Introduciamo ora la nozione di funzione a scala. 


(8-2) Definizione. Sia f > [o,t + R una funzione Diciamo che f è una funzione a scala 
di [ad] tale che f ia costante 


0 sito ima suddivisione a = ra <a) <A 
e ciascumo degli intervalli aperti (r,_;.2,) per ogni i 


Osserviamo che ron ha alcuna importanza il valore assunto dalla funzione $ nei punti 
Rovine tazai vi, della suddivisione. 


spare (5) — | istnette ad un intervallo chinao e Hnsitato 


sono funzioni a seta 


(3.4) Osservazione 1 tapesside di una funzione a scala è l'unione di un numero finito di ret 
tangoli, aventi per base l'intervallo (5,_1,7,) per ogni um e per altezza il valore costante 
assunto dalla funzione su questo intervallo. 


(8.5) Definizione | Sta f © Ja 6] + Runa funzione a scala. Diciamo che la suddivisione 
anse cr <A di fab] è adattata a J se f è costante su ciascuno degli 
intervalli aperti (1, 1,2) per ogni i = 
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Figura 5.5: Suddivisione adutata a / Figura 5.4: Suddivisione non adattata a Y 


Evidentemente ogni raffisamento di una muddisisione adattata è ancore una suddivitone ada 
tata 


(3.6) Definizione Siano f :a,B] Runa fanzione a scala ea = zo < 11 << rp € 
5, — una suddivisione acttata di [8] a $. Per ogni a denotiamo com 5,31 valore 
costante assunto dalla funzione f sullintervallo (5,_; x). 

Sì chiama integrale definito di / su [o 8) il numero rale 


Ju! 


Fatina) 


atei ra) tel mite la) 


Questo nuo, che è a comme algebrica delle “ars dl rettangoli che cotitulcono lt 
pece i ic Tarn” dl apo di 4 iti, o value di 4 è postio ci mo deg 
Aste dll divine, alora “l'at” del rtangolocontspondazt è posto, mesto sè n 
att allor arts” del etangoè negativa. Pridetemente e 3 Of. ala f /300 


intal caso l'intgzale i f su [, 8] è proprio l'azea (xe senso gcomatrico del termine) del ttapezside. 

Si osserva che il valore dell'integrale dì f x [0,8] non dipende dalla suddivisione e non dipende 
at valori assunti dala funzione } ni punti dllasudivisone. Infitno osserviamo cho so modiSchiamo 
#1 vato assunto dalla funzione J in un numero Aiito di put, allora l'inegiale dif non cambia. 
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(3-7) Esempio. Consideriamo il caso malto semplice di una funzione Y costante su un intervallo 
{ax Bl. Se f(1) = e € R perogni € [a., allora 


hai 


Ml risultato è biaramento intuibile. Infatti, il trapescide di f in questo caso è un rettangolo di base 
b= a e di altezza |. Quindi ‘avea del trapeoide” è necessariamente cib — 0) 


db 


Hu=a e>0 


: Ha)=e e<0 


Verifichiamo con la definizione di integrale. Poiché f aseume dl valore £ su tusto [ot], allora 
per ogai suddivisione = xy < 2 << 2, <5, = 8 di, baco 


{oo minont 


Su faansad tana tea 


cre) =eli_a) 


(3.8) Proposizione Siano f,g: |, b] + due funzions a scala e A € R. Allora le funzioni 
J+9 € Af sono funzione a scale e st ha che 


Lf Lot Aa Sat 


Dimostrazione, La dimoesezione è semplice e viene lasciata per esercizio. ® 


(89) Proposisione | Siano f19: (xt) + R due funzioni a seal. Supponiamo che per ogni 
26 ly st abbia che fr) < (7). Allora 
UE. 


Lo! 


Ti accodo co quer sperare precstemente Ia pope a usate anche se} < (e) pet ogni x € la 
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‘una suddivisione aiattata di [a,b] sia » 
da f o ga (zi 1v2,) per ogni 
1,.-.,n. Quindi 


Dimostrazione, Sianod = #9 < 21 <->" << 
$ che a 9 e siano c, 0A, i valori assunti rispertivamen 
Fisendo f < 9 su lo, 8, isuta che c, < d, per ogni 


Vetri mzia) < Delon) = 


3.2. Integrale di Riemannn di una funzione limitata 


[a,b] -+ R una funzione limitata. Poiché J è limitata, cioè tn (7) è un insieme Hiitaa, 


4 estremo auprire sup f. Poniamo m = inf {0 .M = sup f 


Quindi per ogni € [8] si ha che m < (e) < A 
Introduciazmo i seguenti insiemi di funzioni: 


u 


{lla + R funzione a scala tale che /{9) < h(2) per ogni € [a 8]}, 


4 


{93 ls 8 > R funzione a scala tale che f(9) > ale) per ogni x € art) 


H} è linsiome delle fansioni a scala maggioranti di J mentre #5 è l'insieme dello funzioni a scala 
tminoranti di f. Poiché per ogni. € [a,b st ha che m < #(7) < risulta che a funzione kx) — M 
per ogni 2 € lab] appartiene a H} e la a funzione p(*) = n pet ogni x € [a,b appartiene a H7 
Di conseguenza questi due insiemi sono nom vuoti. Inoltre per ogni A € H e per ogni g € H; si 
ha cha si ha che h(2) > m, g(e) < M e 9(2) < A(2) peroni x € [dl 
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(8.10) Definizione Si chiama integrale superiore dî Y su [a,b] sl nuzsro reale 


7, 4=0{[, 0161) 


Sì chiama integrale înforiore di Y su |at] il numero sale 


L4->(/ 


si 961} 


L'integrale superiore di f su [at] è l'estremo inferiore degli integrali delle funzioni a scala 
maggioranti di J.. Quindi questo integrale è un numero che approssima per eeeeso Vasa" del 
trapezoide di f. 


open ana 


L'integrale inferiore di fs fb] è l'estremo cuperiore degli integrali delle funzioni a cala mi 
naranti di f. Quindi questo integrale è un numero che spprossma per difetto “l'area” del trapezcile 
dif 
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Poiché e funzioni (e) = A esplr) = m per ogni [mb sono a scala, perla Proposizione (3.9) 
e l'Esempio (8.7) si ha che 


veni [,A> fonda 
veni (es f fera 


quindi iene { 


itato superiormente. No segue che l'integrale superiore © l'intogrlo inerire di f eu a,8] sono 
aitmeri reali 


hi 4617} è iti ino ii sor 


(8.11) Proposizione Sia f: 1,8] > R una finzione tmitata, Allere 


(REL Ta 


Dimostrazione. Siano g € H; e A € H} qualunque. Poiché g(r) £ /(} £ Als) per ogni 
€ lo, 8, per la Proposizione (3.5) i ha che 


dae ki 


Quindi numero rele A è un magginante per linsizse { du 064) Se cei che 


STENTA 
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Quiliano dle I è i minor per invi { Jo Ret } Ne segue che 


(8.12) Definizione Sia f": [a,t] + ® une funzione limitata 
Diciamo che f è integrabile (secondo Riemann) su [e] se 


Lutto! 


tn tal caso denotismo il comune valore con /_$ e lo chiamiamo integrale definito (0 di 


Riomann) di f su fat) 


Tn virtà della Proposizione (3.11) riclta che Sè integrabile / 121, ; 


L'integrle di f rappresenta "l'area" del trapezoide di f. Chiaramente se f è positiva, allora 
V'integrale è proprio l'arca del trapezoide, se è negativa è l'opposto di ale area, mentre ee f cambia 
segno in a, 8, allora è a somma algebrica delle are delle zone del trapezcide al di soa dell'asse 
delle ascise, com segna =, e di quelle al di sota dell’ate delle asisr, con segna — 


Osserviamo che se f ‘ [a,b] + R è una fuxaione a sata, allora riotteniamo la definizione 
precedente. Infatti, in tal coso i ha che f € M7 e f EH} e quindi 


CREARE CIONE 


che implica acesaiamente che f_S= 7. J= [1 Petanto e funzioni cla cono inte 


grab 


(3-18) Esempio: Sia f (0, 1]-+ ® la funzione f() 
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v ye halo) 


Mostriamo che f è integrabile 0 calcoliamo l'integrale i / sa [0,1]. Per ogni n e N. n >1, 
coneideriamo la suddivisione [0,1] data duì punti , = & pes ogni 


vate consideriamo le 


funzioni a scola definite da 


vela: n= fa) 


ve 


nidi #1 


(2A 


Evidentemente per ogni n si ha che A, € 4} e 9, € Hz. Detonniniamo gli integrali superi è 
inferiori di fs [9,1]. Per definizione si ha che 


uff het}. 
povoff.p 10) 


Li 


VETRI nen #21}, 
Luf>oe{[5o nen naar) 


hofalia= Li 


ndo $8 = Tao + 1041) i te 


Den +1) 


1 1 
Fina nani 
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1 segue ce 
n. 1, A 
UNEZIOI nen n} Fat ner + 1): nen n>1)=i 

noire si ha che 

ha 
La 
Re 
SE: 
cento ST 8 Ln 12m —1) i tiene 
VARESE DIE 
Ati in@n 1 een) 
De segue che 
> neN, n>I 3 1}2n-1) n ait=1 
LP9{f, e nes nes) nenni nen n>1)-{ 


Ne coguo che 


Guidi assegni 00 f 1 


(3.14) Esempio. Consideriamo la funzione f [0,1] -+ R definita come la restrizione all'intervallo 
[0,1] della funzione di Diriciér, cicè la furzione 


veti: s0=f1 2150 


Mostriamo che f non è integrabile (econo Riemann)" su [9,1]. Sia 0 = my < 21 <2n << 
243 Dima divisione dellintervao [0 1), 


Taste iv ilegrabia neondo Lebigare il so ntegrle è 1 
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Poiché i nume itazionali sono densi im 
R. ogni intervallo (x,_1,2;) contiene sia 
numer razionali che numer nazionali. 


Figura 5.5: Grafico “improbabile” della funzione /. 


Quindiogni funzionea scala minorante di f dovrà assumere valori minori o uguali aero e ogni 
funzione a scala maggicrante di f dovrà assumere valori maggiori 0 uguali a uno cioè 


VoeHj: 92) <0, vnedji Ma>1 


Per l'Esempio (8.7) si ha che 


veri lt <hs Ki 


Quindi risalta che 


Lf soffi sem) soicnif 0 sem) -7, 


da ci segue che J non è integrabile secondo Riemann. 
Osserviamo infine che, essendo la funzione costantemente uguale a 0 appertenente a 
funzione costantemente uguale 1 appartenente a H}, risulta che 


Lf Jef 


11 prosizo risultato carsttriza le funzioni integratili secondo Riemanz. 


(3,15) Proposizione Sia f : a, -+ Runa funzione limitata. Altra f è intemrabile su 
la-b] se e solo se per ogni <> D esistono h € H} © 9 € Hp tali che 


Ji besee 


Dimostrazione. Poniamo 


soffi 
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Sì £ è integrabile su [a 8, aloe per denizione sup A = inf E. Sia > 0. Per la aratteristazione 
li estremo inferioro e di estremo superiore (vedi Teorema (2.25) del Capitolo 1) esistono 9 € II; © 
he Hi} rali che 


RETE IETTTIERTTO 


era Propone (8) ha e 
Ataf fendi oand i 


Viceversa, supponiamo che per ogni e > O esistano A € H} eg € H; tali che 


fto 


e dimostriamo che Y è integratile e [e icè che sup A = infB, Per assurdo, sia sup A 4 infB 
Per la Proposizione (3.11) questo implica che sup A < inf 8. Quindi siste € >O tale chesup A +e < 
inf B, ossia inf — sup A > £. Per definizione di estremo inferire e di estremo supestore esistono 
gli; che Il; taliche 


MEZZI ha ineB 


ha 
Quindi 
Lf D> tn mp 


assurdo perché contraddice l'iporsa. 


11 prossimo ricltato elenca alcuno delle classi più important di funzioni integrali secondo 
Riemann 


(3.10) "Tsorema_ Sono funzioni integrabii secondo Riemann 
1) de funzioni continue su un intervatt fat}; 


2) te funzioni Limitate su un sntervatl 0,6) eventi um numero finito di punti i discontinua 
fin particolare le funzioni continue a ratti su un intervallo |, 8, ioè le fanzions che sono 
continue în [a tranne che i un numero finito di puati in cus la funzione presente una 
disontamat'a di l spezia) 


9) Le fonzioni monotone su un intervallo a,b} 


Dimostrazione. Tralasiamo lo dimostrazioni dello proprietà 1) 2) perché risaltano particola- 
mente tecniche 

Proviamo la preprie a 3), Sia 7: [a] + R una funzione monotona crescente (analogamente 
si proeedo se { è monotona decrescente), Orserviamo che f è limitata. Infet, per ogni € [a,b] 
risulta che S(a] < f(x) < S0). Tn vità della proposizione precedente, per dimostrare the f è 
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integrabile su [o i dobbiamo provare che per ogni £ > 0 esistano due funzioni È € 
taliche 

IVNCEDEC 

las 


Siano e' > 0 qualunque e sia n € N tale che n> n Poriamo inoltre e = e/(8) — f(a}} 


Consideriamo la suddivisione dif, in n parti uguali di ampienza 2° 


da 


< 272 Di punti della suddivisione. No segue che per ogni & 


sa rieiitari = re; 


Consideriamo le funzioni a, A a, 8] > R definite da 


sf) sereni) kein 
vel «(fe LI 

Sn) rela and zh 
Veelabl: Ad (e ak 


Evidentemente 9, 0h, sono funzioni a scala. Inoltre scendo } monotona crscente sc fm) risulta 
che f è monotona crescente anche su ciscun intervallo [rx _1, 21) e quinti 


vrelmnn)i fa) SISI) 


Inoltre, essendo (4) = Ax (0) = /(0) st ha che gn (e) < f(1} < h (e) per ogni e € [a,b], da cui 
ene che g, € H7 eh, € H}. Infine, per la Proposisione (.8) si ha che 


CISCO CENE 


PIO et) 


Let s o) = 


Sl) <= S) = 


da is scende la ti 


(317) Definizione Sia}: |a, H - R una funzione integrabile. Ponso 
1A Ha) de= 


fina 


vee lat] 
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SÌ sottolinea il fato che il simbolo f" f(x) ds rappresenta un numero reale e non una fur 
zione, anche so ne tmbolo compare la variabile da cui dipende la fanzione f. La variabile in questo 
simbolo è una variabile cosidetta muta. Può essre rappresentata con qualunque lettera senza che 


l'integrale cambi, Quindi 
frode fra [fd 


MI simbolo de dti difrenzile no ha alcuna funzione, se non quello di permetterci di ricostruire la 
formula di integrazione per sostituzione (veli Teurema (3.38) pe gli integrali definiti, senza 
doverla ricordare a memoria. La sus presenza nel simbolo di integrale definito sì deve a ragioni 

1 numeri reali a © È sono detti estremi di integrazione. In particolare a è detto estremo 
inferiore di integrazione e bè detto estremo superiore di integrazione. 


(3.18) Proposizione Siano 
integrabiti so 
Altora valgono 1 seguenti ftt 


ui intervallo chiuso e imitato e f,9 +1 —+ R due funzioni 


1) perognia, bce sia che 


[ina fsi [190 


#0 per omni ade I si ha che 


[GO] [arene [i 


di) per ogni a,b E e per omni A € R si ha che 


VISI] de 


L 


di) veabe f coma <B e f(x) > 0 per ogni € |a, alora 


£ 


1) seat 1 coma <b e f(2) > (1) per ogni € [ad], allora 


(de; 


)de= 0, 


fia fe 
0) scade Icona <A, allra 


s [uo 
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Ormettiamo la dimostrazione. 
(3.19) Osservazione La proprietà i) è detta praprietà di additività dellintesrae definito rispetto 
all'intervallo di integrazione. 

Le proprietà i) e i) cono dette proprietà di linearità ellintegrale definito. Stabiliscono che 
l'operatore di integzale definito, cioè la funzione T definita sull'insieme delle funzia integrabili sa 
nintervallo di estremi a e da valori in R che sesocia ad una funzione integrabile {il suo integrale 
definito fra a eb, è lineare. 

Le proprietà 0) e 1) sono le proprietà di monotonia dll'intesrale definito, Chiaramente v) 
generalizza ie), Questo due popric"a valgono anche se lo disuguaglinne fa le funzioni susino 
tosmne che in un numero finita di punti di [4 

Infine, dalla vi) si deduce che se a, DE /, allora 


«|a 


6% prod 


Infatti, se a < b allora è la pmpne'a i). Se invece a > b, llora sì ha che 


[sedia | (sd = [1] 


< [rene =|f'uttotae =|- [ener = [fsi 


3.3 Il teorema fondamentale del calcolo integrale 


(8:21) Doinizione Sia f + | - R una funzione integrabile 
Sì chiama media integralo di f su [a,b] numero reale 


[ima 


mind) = 


dn vinti della Definizione (3.17) si ha anche che 


nie i [0 


La media integrale di una funzione / su un intervallo |a} è il valore che devo assumere 
une funzione costante sllintrvalo [,b] per avere lo stesso integrale di { su fa, bj. Infrt, se 
per ogni x € [et alora per l'Esempio (3.7) 


ht a,b] > R è una funzione costante, cioè Ax) 


she 
[dre cda) 


e quindi 


fade > elica 


fade - [sar 
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(3:22) Teorema (della media integrale) Sia f: [a,b] > Rune funzione integrail. 
Altora valgono + seguenti ftt 


9 fut/ mld) <mupJ; 


8) se f è continua in [Hallo esiste, € |, B| tale che (ra) = m{fa,b} 


Dimostrazione. 


2) Poniamo m 1 ffeM= ups Allora per ogni € |a, 8] si ha che m < f(r) < M. Perla 
Proposizione (3-18) i he ché" 
[mass [fran < [ Ma > mb) < fl He) < Mlb) 


dividendo per è — a dì ottiene 


mept fsdaca 


da ci gue la tesi 
1) Se $ è continua, alora per il Tecoema di Weierstrase (vedi Teotema (6.15) del Capitelo 3) 
4 ammette mastino © minimo su [8]. Poniumo ra = mim f e M = max Ne segue che 
fifen 
ta funzione f assume tuti i valori compresi ft m e M. Poiché pera) si ha chem < mf a,b) < 
M, allora esiste 7, € [a,8] tale che f{73) = mifa. 8) 


sup f. Perl Corollvio (6.7) del Teorema dei valori intetzodi del Capitolo 
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(3.23) Definizione Siano / CR un intervallo e f 1 > Runa funzione. 


Diciamo che f è localmente integrabile su 7 se J è integrabile su ogni intervallo fb] © 1 


(8-24) Definizione Siano FC Run intervallo, {+1 — Runa fusaione ocalmente integrabile 
sulem el 
Sì chiama funzione intogralo di su } associata a x, la funzione F : 1 + R definita da 


veli Fia)= [104 


Si fa notare che la variabile della funzione integrale F è l’estiemo superiore di integrazione 
dell'intgralomentre quella dllo Sanzione intregranda è preferibile denotala con un simbolo divers, 
Osserviamo che 


rind= [1404 =0 


v=/t) 


Figura 5.8: F(3) è Varca della regione | Figura 5.7: F{z) è l'opposto dell'area della 
colorata se 1 > io regione colorata se < sy 


(3:25) Teorema | Siano 1 © R un intervllo,f 11 > R una funzione localmente integrabile 
sulerseL 
Allora la funzione integrale F_di f su I associata ay è continua su I 


Dimostrazione, Sia 7) € {. Proviamo che F è continua in 2, cio che per ogni £ > O esiste 4 > 0 
tale che per ogni # € / con Jr —z,|< 6 ha che |F{7)- F(r)] <e 

Supponiamo che ri sia interno a 1. In modo analogosi procede se 7, è un creo dif. Sia 
130 tale che [r —r,z1 —r) € 1. Essendo f è imitata su [rj = 2 +] state M > O tao che 
IIU)| < AM per ogni € i — 1 +r}. Slanoe > 0 e é = mit {r,£), Allora per ogni € ! con 
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lesi < Sai ha che 


W-ral=| (sa - [104 


“0a: [swa- [7 104] 
per la proprietÈa (3.20) È 
«| Luo: 


Quindiperogni > 0 esiste $> Otale che perogni 7 € { con |r=m| < st ha che] F(x}=F{1)] < e 
Ne segui che F è continua in 21, da cui la tesi. n 


[swa 


(326) Teorema | (fondamentale del calcolo integrale) Siano / € R un intervallo, 
#51 Runa funzione continua e, € 1 

Alora a funzione integrale F_di f su I nasociato a, è derivate su I con PG) = f(7) per 
gni n I. In particolare F è una primati di f sul 


Dimostrazione. Sin z, € I. Provismo che F è desvabile n 2, con Pr) = f{11). Consideriamo 
il rapporto incrementale di Fin 2;. Si ha che 
104) 


FO) - Fa) = [soa 


TESTI 


(Limes fir0a- [2 104)- 


[rsa 


Essendo $ continua, per il Teorema della media intogralo cesto » compreso fam 0 7 tale che 
mifisn 2) = /(). Chiaramente = dipende da x. Quindi si ha che 


Fl) Fn) 


dira) = Mete) 


Se 2 < i abbiamo che e £ ele) Sri se 7 > 7) alibiamo 7, £ 9) £ 7, Tn ogni caso po 
Secondo teorensa del confronto {vdi Teorema (3.27) del Capitolo 3) se £ - 21, lora 2{9)-) 7, 
Quindi per £ — 2 e di conseguenza pe 5(*) > 27, een continua, i ha che (=) > /(7} 
Ne soguo che 

im EGEO) 
Quindi F è derivate in 2, con Pe 


(2). Per l'abittazietà di 2) € 7 si ha la test. n 


(3:27) Osservazione 
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2) Il Teorema fondamentale del caleolo integrale afferma che le funzioni continue ammettono 
primitivo su un intervallo 0 dico anche chi sono queste primitive. Più precisamente le primitive 
sono tutte e sole le funzioni della forma F+c, dove F è una qualunque funzione integrale di 
LmleceR 


È ERRATO DIRE CHE l'enunciato del teorema È 


Infrti, 
calcolo integrale afferma che ogni funzione integrale F (e non ogni primitiva) 
#01 con Fx) = f(2) per ogniz €. 


Ù 


questa affermazione è la definizione di primitiva e inoltre 11 Teorerra fondamentale del 
derivabile 


4) La teg vale co f è continua sall'intervllo, Se { non è continua, allora la tesi po non esere 


Pes esempio, e consideriamo la funzione fe) = lagn(]] per ogni # € ® (che ha un punto di 
discontinuità eimnabite in 0), allora la funsiono integrale F di ft R sevoctata a re 


nid= [104 = [nora 


Se 2 > 0, allora [agn()) — 1 per ogni € (0,2) e per l'Esempio (3.7) 


F)= [/ bentila= (' 


se 2 < 0 allora |gn()| =1 per ogni 1 € (7,0) è per l'Esempio (3, 


['boia= fan fans 


Poiché F(0) = 0, allora F{a) = 3 per ogni s € R. Chiaramente F è devivabile su R con 
#"(s) = 1 ma PO) = 1#0= (0). Quindi F non è une primitiva di { su R Del sesto f 
non ammette primitive su R, dato che ha un punto di disconinuita climinabile. Osserviamo 
che F è derivabile su R anche se / non è continua qu R._ Ne segue che la continua della 
funzione integranda / è una condizionesficionte, ma non necessaria, afinchò una sus funzione 
tategrale È sia desivabie. 


Domanda: la continuiti dlla funzione integranda f è una condizione necessaria affinché 
una gua funzione integrale F sia una sua primitiva? Decto in atri teini, esistano funzioni 
discontinue che ammettono primitive? 


(3:28) Corollario Siano 1 CR un intervallo, f 11 +R continua, sy € 1, G:/-+R una 
primitiva di f su e Fe) = fl 1(0)dt ta funzione intearoe dif su associato a ro 

Alfora Fx) = G(x) — G(ra] pet emize 1 

notte, se f è derioaile com derivata continua sn si ha che 


veli 1a) 


+ (10 di 
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Dimostrazione. Per il Teowra fondamentale del calcolo integrale F è una primitiva di f su 1 
Perl Tecrema (13) esiste € R tale cho F(x) = G{r) — e per ogni ze [. Allora 


(15) — Ft) = Olea) 


Quindi Fa) = le) -e= Ole) — Glay] per ogni € 
Infine, se } è derivabile com derivata continua sn /, allora una primitiva di fu 1 è I 
Quindiso KI] 


ti 


JE 48) di, allora applicandoil passo precedente a Ke #7 si ha che per ogni. € f 


UOELIO 


Ko) > SA-S6)= (104 


da i seguo la tes 


(3:29) Teorema | (di Torricelli-Barrow) Siano f © Run intervallo, {1 + Rune 
funzione continua, G: 1 > Runa primifita di f sul e a.be 
Altora 


[rod 


+ 
cotilaio prendete a ha che Fs) = G(=) Gio] per ogni €. In particolare per 


sarasione. Sia FG) = 70) de te fazione integrale dif nf amato ad. Pe 


G(8) — Gia) 


VICEZLO) 


de cata tea» 


(8.30) Osservazione. La tei del Teorema di "'oricell- Barrow si sive talvolta come 


ISEZICOA otal[. 


Questo tenemma, conseguenza del Teorema fondamentale dl catcoto integrale aferma che se J è 
continua su un intervallo di estremi a e A, allora integrale definito di f fra a © è è dato dalla 
difeenza dei valori di una qualunque primitiva negli estremi di integrazione, in quello superiore 
meno in quello inferiore. Quinli conoscendo una primitiva di S sullintevatto di estremi a e 6 
possiamo calcolare l'integrale definito d f fra e è, senza ricorere alla definizione. 


con (ir) 


(3:31) Esempio 
1) Si ha che 


prassi 


ssi 5. Lancelott, Lesioni di Analisi Matematica I 


2) Sttuche 
ande cons]: 
3) Consideriamo La fazione 
1<2<0 
sa {re 
2-1 mocaci 


Allors 


a 


pars [= fi fer 


è Blog(l + 29) e una primitiva di — 1 è et — 7, quindi si ottiene 


fps +a)] fe ] 


(8.52) Esempio 
1) Catcoltana la derivata prima della funzione 
Fia)= VA sin00! (0) 


La funaione fe] = sn?! 1) è continua su R. Quindi per il''eorema fondamentale del calcolo 
integrale la funzione F è derivabile sa R con F°(5) = /{r}= ein®0* (2), per ogni x € R 


2) Siano 1,7 € 8 intervalli, }: |a 8] + R continua, p: J — { derivabile, sy € f. Catcoliamo la 


derivata di 
JP Nod 


10) dt Osserviamo che G{z 


Gta 


Consideriamo la funzione F(2] 


F(60)) = (Eolo 
pe ogni 2 € Peri Teorema (idamentale del calcolo integrato F è deriva n £ con 
F(r) = f{z), per ogni a. Allora G è derivabile su J, perché composizione di funzioni 
diablo 


Meli G)= (Forll)= FG)et) (a) 


ta particolare si ha che la derivata di 


GI) [mega 


è GU(0) = 62% in. (50), per ognis ER 
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I 1 derivabii. Calcoliamo la 


2) Stana 7 € R intesi, 7: 4 R continta, 
deva di ì 
IMICTI 


Sia za € 1 e consideriamo la funzione F(r)= /" f{0)dt Per la propriet'a di additività 
dell'intgile dei rispetto all'intervallo ha di er ogni x € I 


Ga) 


ci (2 n0a- [7 1084 ["" sa 


[O a+ [1° srt = -FlO(0)) + ElG0A)) = (Fo pa) (Pot) 


Per il Teorena fondamentale del cslento integrale F è derivabile su P com F"() = /3), per 
ogni x € {. Allora G è dervabilo su J, perché composizione di funzioni derivabili, con 


Welt Cl) = (Fepllr)-(Fes}ln) 


stelle) - FIT) 


aL SM) 


n pasticolaze si ha che la derivata di 


Gta) = [7 sint (0) di 


è 0%) 


6xt dtt (28) — drei (24), per ogni x ER 


(3:33) Bsompio. Calcolare il limite 


© rana 
tim 
[SETT 


Osserviamo che il finite è una forma indeterminata [5], Tnfutti, poiché la funzione integranda è 
continua, allora ogni sua funzione integrale è derivate ed tendo a funzione 23 dervabil, anche 


ta funzione 


fra 


è derivabile e quindi è anche continua. Pertanto 


Inotte 
forma [ 


che il denominatore tende a D per £ — 0. Applicando il Teovema di De l'apita! nella 
frodi Teorema (2.25) del Capitol 1) e procodendocome nell'esempio precedente, i ottiene 
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(3.34) Osservazione Sia Y una funzione continua in un intorno di © tale che J{9) 
2 0,cna>0 
Allora 


del) per 


Fia= f(SM@=o(), 10 


Dimostrazione, Si ha che 


Se consideriamo una primitiva di diversa da F allora questa propriet a può non esere vera. 
Vale più in generale so / è una funzione continua un intomo di 2, tale che {{2} = o(l= — sal") 
pers dra con a 0. 


Allor 


Fia= [' Ci OL 
La dimostrazione è analoga alla precedente 


(8.35) Esempio. Sia n € N. Determinare lo sviluppo di Mel.ausia arrestato all'ordine 2n > 1 di 


Fi)= [#4 


Pa l'Osservazione (2.31) la funzione f(1) = «° non è integrabile elementarmente e quindi non 
possiamo pensare di calcolare eplcitamente le ue primitive si R © poi di determinano il loro 
sviluppo di MeLaurin, Operiamo quindi nel serzente modo: consideriamo lo sviluppo di McLaurin 
attestato all'ordine n di (1) = e e applickiamo la proprietà i aciditività dellintegrale definito e 
Osservazione (334). Si ba cho 


SETA 


su 


Aeto(t). 0 


da cui seguo che 


F)= f/#a= [| 0g dimse(1)] a 
ian Pri fe Sa) 


Iailoe 1 subgaf) 
saijritza Fofatt), 20. 


) MUICIERII 


(3,56) Osservazione: Sia f + la, +00) - R una funzione continua tale che /l 
2 400,00 030, 
Allora per ogni primitiva G di f su 


0) i ha che Go} 
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Dimostrazione. È analoga a quella dll'Oservazione (3.34). Inati, se consideriamo la funzione 


Fx) = [" #0) di peri Teorema fondamentale del calcola integrale è una primitiva i} x [a +00) 
Allora dini primitiva G di su +00) è della forma G(s) = F(e) + per qualche e € R. Ne 
segue che 

tm SEL 


Questa proprieta suite anche se f : (-00,a] + R è une fungione continua tale che f{3] = 
oflelo) perz > ro, con a>0. 


3.4. Calcolo degli integrali definiti 
Quando calcoliamo l'integrale definito di una funzione continua } tra a © è usualmente facciamo 
ricorso al 'eorema di 'oniceli-Barrow. Quindi in primo luogo determiniazmo una primitiva F di f 


all'intervallo di integrazione e poi calcoliamo la primitiva nell'estremo superiore di integrazione e 


in quello inferiore e fscciamo a differenza. Pi precisamente 


[ie 


Nel determinare una primitiva dif puo sccndere di dover integzaze per pati appiure di cambiare 


oh 


FIM-F) 


variabile, ossio di integrare per sostitazione. In quest'ultimo caso bisogna poi tornare alla variabile 
originaria. Questo procedimento si jo evitare esi puo operare direstamente sull'istegrle definito 
senza scindere loperszione di ricerca della primitiva da quella dell'applicazione del Teorema di 
Tomicel!-Bazrow, grazie alle formule di integrazione per parci e per sovituzione per gli integrali 
defiti 


(357) Teorema | (Formula di integrazione per parti negli integrali definiti) Sane 
4,9 ll] > R due funzioni derivbii con derivate continue. 
Allora 


Formula di integrazione 
per parti 


[rar [Last 
niogl integrali detti 


Dimostrazione. È una conseguenza diretta della formula di integtazione per parti per gli integrali 


indefiniti 0 del Teorema di Torricelli Barrow {per esercizio). a 
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(8.38) Teoroma _ (Formula di in 
Siano $ : a,b] > R continua e 0 |a,8] > |a, derivabile con derivata continua. 
Allora 


gione por sostituzione nogli integrali definiti) 


2 Tm) Formula di integrazione 
[i0me0a- [1 1a per sostituzione 
S i) negli integrali definiti 


Dimostrazione, È una conseguenza diretta della formula di integrazione per costituzione per gli 
integrali indette del Teorema di Torvicel Barrow (per esercito). n 


Nella formula di integrazione per sostituzione è come se formalmente si fase posto 
di eni de 
Quindi 


10) 
00(0)) = (8) dt. Inoltre anche gli estremi di integrazione vanno cambiat 


ia), : 


#la) 


Altra i ottiene 


Infine, se 5 è invertibile è im(j) = fat), sora la ormala di integrazione per sostituzione si po 
anche scrivere come 


(3.39) Esempio 


1) Catcoltam l'integrale definito 


(ranrdr 


RIN di om È Nt ncetari_S prova he per ogni d € 1,3] le 


sia SAMO 
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Non è un integrale immediato. Tntegriamo per pars, più precisamente appliciamo la formula 
di integrazione per parti negli integrali definiti, Si ha cho 


2) Catcolama l'integrale deinito 


[as 


Posta # = loga si ba che de > È de. Inoltre 


loge=1, 


Quindi 
Pri » 
(34 = foci 


@) È SBAGLIATO AGGIUNGERE LA COSTANTE AL RISULTATO. QUINDI È 
SBAGLIATO SCRIVERE 


La costante DEVE cere aggiunta solo nell'integrale indefinito 


8) Nel calcolo di un integrale definito è molto più conveniente ricorrere allo formale di integra- 
ione per pari e/o per sostituzione negli integrali definiti che fure uso delle analoghe formale 
per gl integrali indefniti per calcotae Te primitive. Tnfatti, con la formula di integrazione 
per passi negli integrali definiti, nel coso di più terazioni, si po già colcolare qualehe “pes 
20° della primitiva negli esttemi di Integrazione, mentre cox la formula di integrazione per 
sostituzione negli integrali definiti non siamo più costretti a torre alla variabile originaria 
Anzi, dopoaver cambiato varibilee applicato questa formula, possiamo addirittura scordarei 
dell'integrate di partenza, dato che ora abbiamo un nuovo integrale definito, in una nua 


variabile, da calcolsre. 


2) Seni utilizza la formula di inte 
ricordarsi di cambiare anche gli cstremi di integrazione, oltre alla variabile © sl 
differenziale. Inoltre, non serve più tornare alla variabile originaria. 


In generale È SBAGLIATO SCRIVERE 


azione per sostituzione negli integrali definiti è fondamentale 
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N) La seguente scrittura è da consieransi ERRATA 


(3.41) Proposizione | Valgono i seguenti fatt: 


4) sea 0 ef [asa] R è integrabile e pari, alora 
fisa=2 ff sd =a fl se 
1) sea Def (cara) + R è ideate e dispari, alora 
[{@d=o 


fi) se f : RR è localmente inegralile su Red è periodica di periodo T' # 0, allora per 


[fina 


Dimostrazione. Per sercizio (suggerimento: suppone che f sia continua e usilizaare la formula 
di costituzione negli integrati debiti) 


Les 


(3-42) Lomma Sia f+R>R continua e periodica di periodo 1" 0. 
Allora per ogni a € R. si ha che 


[rde= [17 


Dimostrazione. Proviamo inizialmente che 


Fio [fd 


We [Had 


Per la propoet'a di additività dell'integrale defmito rispetto all'intervallo di integrazione (voi 
Proposizine (3.18) i ba che 


[sa fre fdt [IT fd 


Pim 
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(sa (1d+ [1a= 9 f(x) de 


quindi 3 i 
[i fade fra 
infine 
[i sidd : IECZDE: 


(3.43) Bsempio Sis k € N dispori. Allora 


fatato ['rotzd -0 


Infatti, preso a = —r nel lima paecedente, si ottiene che 


ESTE Fanti 


(5) = sint dispari, per la Proposizione (3.11) si ha che 


fretta 


fastrdezo 


emma precedente, si ottiene che 


[cora [Peo (è 


Quindi 


Inoltre, preso a = 


3) de antedno 
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4. Integrali impropri 


tn questo paragrafo introduciamo la nozione integrale improprio o generalizzato) di una funzione. 
L'integrale definito o abbismeo introdotto per una funzione limitsta st un intero imitato 
tn queste ipotesi il trapezoide della funzione f è sempre un sottoinsieme limitato di 
Ore vogliamo dar enzo lla nozione di integrale quando ì trsposonde della funzione J non è un 
sottoinsieme limitato di RÎ, Questa situazione si presenta quendo l'intervallo di integrazione non è 
limitato 0/0 quanto la funzione non è emitata in tale intervallo. 


Nel seguito com il ternine “integrali si interderà “integrabile secondo Riemann" (vedi 
Definizione (3.12)) 


41 Integrali impropri su un intervallo illimitato 


(4.1) Definizione: Sianoa € Re f fa, +0) + Runa funzione integrabile su [a, ] per ogni 
ceResa 

Diciamo che l'intograle improprio (o generalizzato) di f tra a e +00 (0 su 
convergo e esisto Snito i limite 


+) 


dm ff) de 


ital cio poniamo fe) de = im "(4 0 lo chinino l'integrale improprio 
{0 goncralizzato) di {tra a 0 +50 {0 ni +00) 
Diciamo che l'integrale improprio (© generalissato) di {tra a © +00 (0 su [a -ac}) 
diverge e 

tim, ff Ha) de = +50 (00), 
Diciamo che integrale improprio (0 generaliato) di {tra a e +50 (0 su la, 
indeterminato se ron este limite 


dim frode 
Ticino cl i'intagala iiprogato: (6: sniraisento) di Ara 6 0 


smette e ona inieaiopio /"" o 


(1.2) Osservazione. Per dare senso alla mozione di intagralo a a, +00) di una funzioneintegzabilo 
n ay] per ogni c € R, e > a, che rappresentiamo cos questo simbolo 


" fle)de, 


sfruttano la nozione di integrale definito che abbiomo ga studiato, Facciamo l'integrale ta let 
mo inferiore a dell'intervallo e un punto e qualunguo in quosto intervallo (operazione lecita perché 
fr integrabile su 0,0). Ottenismo quindi una funzione di e, 


HO = [Mede 
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Questa funzione è la funzione integrale di f su fa +oc} associata a a. Ora facciamo il limite 
di questa funzione per che tende a +00. Chiaramente per e —» +00 l'intervallo dî integrazione 
aumen fino, al limit, a icopris tutt l'intervallo [, =00} 

Si escerva che i pon 


Asd = dim FO = im (1A 


solo se questo limite eis n è un numero reale. Negli ali 


non di serie l'uguaglianza. 
Da un punto di vista geometrico l'sterpretazione che possiamo dare è la stessa che abbiamo 
dato dell'integzale definito. Tatti, nel caso in cui f è positiva, se il limite 


de fra 
ite rito, allora i numero rale 
(ide tm [fd 


rappresenta l'area del trapezoide di f eu |, -0c). Sa invece f è negativa, allora è l'opposto di tate 
area. Se commis segno, allora è la somma algebrica delle aree dello mono del trspeanide al di copra 
dell'asse delle ascisee, con segno +, e di quelle al di eoto dell'asse delle accise, con segno — 

Si mati che e / è poeitiva l'integrale improprio converge, allora il trapeauide è imitato, cioè 


non è contenuto in una zona limitata del piano, ma la sua area è limitata, So inveco l'intgralo 
improprio diverge, allora l'arca del trapezcide di Y non è limitata. 

In modo del tutto analogo introduce l'integrale improprio di uns funzione f : (-00,a] +R 
integrabile sù (ca), per ogni c € R, e a. 


(13) Esempio. Sia a > 0 e consideriamo l'integrale improprio 


Distinguiamo il caso 


dalcaso a #1 


Caso a= 1 Sì ha che 


din, (7 = A, [pel 


= 1 
Quindi l'integtale improprio |" Zde diverge. 
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iso ai 1. Sì ha che 


tim (Lar 


ide 
che questo integralo improprio diverge 


quindi"? La coon 1 dee 051. n pri n dl 


di f{a) S 4 Ti [1,400] pera > 1 è dz. Infine, si sen 
ande pet 4 < 0 per cri) 

(i intgzli impropri ricoprono un olo malto import nell'Anlisi Matematica. 1 oro 
tudo è agito = quello dll serie nunaiche, che afrnternte nel corn di nali Matematica 1 

Come ci evince dall efnizione per sapere sr sn segale impropto di una fzione n n 
Steel leto potete (lp. Iririorente) csvene, divrge o è indetseminaio i deve 
clclae l'intgrao aller iitto o po fare (ndr l'o supino Gip. Infcoo) 
250 (ip. —o0) 

Per fare pela funzione è continua, è necomrio determinare una primitiva dela funzione 
integra, Sappiamo cho.l problema dl ell dellpnmitiv laborioso ea volte impossible de 
portare compimento. Quindinelia taria degl integrali impropri, e come vedete anche in quella 
lo eri, sanata lipidi lt, cale dllcadizioni come, sificicnti, ala i 
integrale propio converge. 1 ico a questi ceri permette ci seabilese l'negae converge 
 divergo, enna icotere al caeodirtto 


Criteri di convergenza 


(4.4) Proposizione | Siano /,9 : [a,=00) > R due fanzioni integrali su [e, | per ogni 
ceRLESA ENER 
Allora valgono i seguenti fatt 


) segli integrali impropri di f e 9 fra a e -20 convergono, allora anche l'integraleimproprio 


di f+ 9 fra a e +00 converge si ha che 


[TUO [Td [ 


" do) dr; 


) se l'integrale improprio dif fra a e +00 converse, allora anche l'integrale impreprio di 


AI fra a © +00 converge £ si ha che 


[aaa 


afP ita 


Dimostrazione. È una immediata conseguenza dll'acebra de mit. 
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(1.5) Fsoreîzio Nelle ipotesi della proposizione precsdente, stabilire se converge, diverge © è 
indeterminato l'integralo improprio di {+9 nel caso ix cu l'integrale uno dei duo addendiconverga 
e l'altro divenga 0 sia indeterminato, nel caso î cui gli integrali di entsambi gli addendi divergano 
nello stesso mod 0 in modi opposti, nel caso in cui l'integrale di uno dei due addendi divenga 
e l'altro sia indeterminato. notre, stabilire se se converge, divrge 0 è indetenzinato l'integrale 


impropiio di 47 nel caso in cui A ER e l'integrale impropri dif diverga 0 sia indeterminato. 


(1.6) Osservazione Sia fa, +00) > Runa funzione integrabile su o, ] per ogni e € R, 
esi ba 


Allora l'integrale improprio di / fra a e 200 converge (isp. diverge 0 è indeterminato) se 
l'integrale improprio di f fs & e +00 converge (isp. diverge 0 è indeterminato) 


Dimostrazione. Perla Proposizione (3.18) si ha ch pe ogni c> è 
[re= o (id dee (fra 
€R indipendente da e 
Quadi 
tm frode an (find [we) 


So f[" (7) ds converso alora 


din fre (fra [10%] ca 
quindi ance l'integae propio [** /() de converge 


se ['" 46) divenga -n0 (0-00) lora 


+00 (-00) 


dn 100 a (10 [ 10%) 


quid anco l'inegrae improsio [' /() de dig 
se [7 56) dr indent, lor non cite i ["G)c e quindi non ice neppure 


tf) Ne sogue che [1 {2} è intimo 


(47) Lerma Sia f fa +00) + Rusta funzione non negativa e integrate si 
ceRcsa 


N 
ci per ogni 


Altora l'integrale improprio di f tra a e +00 converse 0 diverse positivamente (quindi non pio 
essere indeterminato) 
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Dimostrazione. Consideriamo la funzione Pf +) -)R defita da 
HO = [Made 


Eaeondo (5) > 0 per ogni > lt che F è creta, Ino e a <q <a allora 
[roi 


Per il Teorema sui limiti delle funzioni monotono (vedi Teorema (3.42) del Capitolo 3), caste 


lim (6) che quisdi o è un numero tele oppure è +50. Ne segue che l'integrale impropiio di f 
11 30 +00 converge 0 diverze positivamente. = 


(stra [Se FIS) 


(4.8) Teorema (Criterio del confronto) Siano fg: |n+50) > R due fanzioni integrati 
su a, e] per ogni e ER, c > a tali che DS f(r} < 9{5) per omnis € le, +00) 
Valgono seguenti ftt 
4) se l'integrale improprio di g tra a e +00 converg alla anche l'integrale improprio di 
$ tra e +00 converge e si ha 


[ra [ad 


9) se l'integrale impraprio di f tra a e +00 diverg, allora anche l'integrale improprio di g 


tra a e 00 diver. 


Dimostrazione, Consideriamo le funzioni FG: a, =00) + R definite da 
Ha= [Had = [ode 


Essendo 0 < (2) < a(2) per ogni e a, risulta che D < FIe) < G(0) per ogni e > a. Perl Lemma 


pronto i inni [Idee "(0 de ooo ivan piane 


quindi stano finiti o +90 i limif lim FI, ‘Tm O e per il Primo teorera del confronto sui 


limiti (vai Tectema (3.25) del Capitolo 3) a che 
RAPE 
Consideriamo separatamente le due afermazioni 


1) 80 [7 (0) de conve, alliv i ER Se per anto ["®/(9) de diagone pi 


sfifimte oa tam FC) = $20 è peri Tema (02) del Copitolo 3 mi limit, anche 
160 = co so. Quindi ("0 converge, mai 


lim F()< im Gi 
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depiia che 
[mes [Tia 
i) Se per assunto" lo) conven, alora per i) anche 7 /(7)de convergere 
sudo. 


Per ogni e > 1 ei ha che (essendo —1 < ainz < 1} 


I 
cito cito [LE 84, ca 


(4.10) Osservazione 1 Criterio del confronto non esauisce tuti i casi possibili In particolare, 
nelle ipotesi del teorema precedente si ha che 
di) ve l'intagrale improprio dig tra a è +00 diverge,nullasi po concludere ull'integaleiraproprio 
di fin arto 
i) se l'integrale impropaio di f tra a e +00 converge, nulla i po concludere sllintegrale 
improprio di 9 tra a e +00 


(4.11) Teorema (Criterio della convergenza assoluta) Sia f  j,+o) > Rue 
jane integrabile su fa, c] per on c E Ri c> a. 

Se l'integrale smproprio di f ira a e +00 converge assolutamente allora l'integrale improprio 

di f tra è-+90 converge esi ha 


['smals [Tuota 


Dimostrazione. Poiché per ogni 7 2 a «i ba che —|f{3)] £ /(7) < |/(}}, risulta che 
O 5 If RI+ f(2) <A 
Quindi ce [toa converge, allora per il Ci 


{OFC + F0) ae converge e 


serio del confronto enche l'intograle improprio 


os fl "te + sta) <a [Tipo] 
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Poiché 19) = ((e)] + S(3))— FS] per la Proposzione (44) l'integrate improprio /" 1(5) de 


converge. Infine, per la vi) della Proposizione (3.18) si ba che per ogni c> a 


[[s0raa]< figa» 


Passando limite per è > 00 sî ha che 


(Tee [Ie 


(412) Osservazione Nd Teorema  piecedente non vale il. viceversa (vedi 
Esempio (418) 


tn molti casi il Crivrio del confronto risulta non facilmente applicabile a cousa della disu- 
quoglianza Imposta fra le funzioni / e 9 Tn questi casi nia ecere utile ricorrere al seguente 
neultato. 


(4.13) Teorema (Criterio del confronto asintotico) Siano fig : |a +s0} + R due 
Fuezoni integrati su o, pr ogni e € R, e > a teli che 9(5) > 0 per ogni x € bo, 
Sepponiamo naltre che este finito dl mite 


ne) 


Valgono è seguenti fatt 


4) sel #10, allora l'integrale improprio di J tra a © +00 converge se © solo se l'integrale 
Smproprio di 9 tra a e +00 conterge 


da) sel = 0 è l'integrale improprio di g tra a e =s0 converge allora anche l'iterale 
impreprio dif {ra a © +90 converge 


#40) sel =D e l'integrale improprio di f era a e +90 non converge, allora integrale improprio 
dig tra a e +00 diverse 


Dimostrazione, Per definzionedi limito preso € > O esisto È > a talo che per ogni r > è si ha 


(dala) e In) (alata) Ma] matit- elola).It > loto) 


Consideriamo separatamente i te casi 
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DENTI 


Sf” oe) de convng, alora anche gi integrali impropri ("|> dle)dr © 


J[Ît- do) de convengono peri Cite del cotronto, 1 Cri della convergenza 


aseoluta e l'Oscrvazione (48), anche ['” (2) 7 converge. 


Se [1 (0 de aiige postivi altr preso e = sine 8 a tate che per ogni 


(Yer 


8605. tn giro" (1-8) ig pine pr 


O 


501 0, ll inerte impor ["* (14 8) e) de civ ogtivmenie per 


Ciro del consata e Onervazione (0) anche "(de diver negativamente 


Ù 1 
Infine csendo 14 0 attra Mm SEL = Le a tesi segue cme a precoenza 


#) Sol 


, allora |f(r}] < eo(r) per ogni r > è. Quindise fate) de converge, allora anche 


400) e come e peri io del cont, 1 eri dell convergenza acta 


e l'Osvrvazione (4.8) anche /"" (a) de converge 


Hi) Set 


alora f(x] < ca(®) per ogni e 2 B Quindise /" (7) de non converge, alora 


per il ivi dll cownenza stava ["” (0) de dive quindi perl Cri dl 


tia Omo (48) fe dive © di mg ice ("i 
diverge. ti ti 


(414) Osservazione Le te affermazioni del teorema poncedente possono esere così riformate: 


1) so f{6) = Ta(x] con l 7 0 pers > +00, alora lintgrale improprio dif tra a e +00 converge 
se e solo se lintegiale improprio di g tra a o —o0 converge 


16) se f{2) = o(9(5)) pere > 4o0e l'integrale improprio di a tra a e +00 convergo, allora anche 
Pintegiale improprio di {tra a e +00 converge: 


di 5. ancelotti, Lesioni di Analisi Matematica I 


di) se /{#) = olo(2}) per 2 > +o0 e l'integrale improprio di f ta a e 00 non converge, allora 
l'integrale improprio di 9 tra a e +00 diverge 


11 prosimo risultato è una riformulazione del teorema e dell'oervazione precedente duve una 
delle due funzioni è la funzione dell'Esempio (43) 


(4.15) Teorema Six flo, 
Valgono i seguenti fatt 


oe) + Runa fanzione integrale su lc] per ogni c ER, e > e 


9) se f è un inintesimo di ordine superiore è usuale e È con a > 1 perz >) +06, allora 
Integrale improprio di f tra a e +00 converge 


19) se J è non negativa ed è um infinitesimo di ordine inferiore o male a & cona < 1 per 


2 +00, allora l'integrale improprio di tra a e +00 diverse 


(4,16) Esempio. Discutere la convergenza dell'integralo improprio 


Dee 


Poiché 0 = o(e") per 5 + +00 per ogni a € R (e quin in particolare per ogni a > 1) si ba che 


= (8) pers = Perl Teva (115) i ha che fl” "45 cong. 


(417) Esempio. Discutere la convergenza dell'integrale impropria 


Pochi lg = o(9) per x» =n0 si Ba che è = o (ro) per 2 > 4a. Quindi a fuaine ris è 


i: 


n intimo di dine infr per > 4. Pal Terna (415) ba he (*® E- 


diverge 
Vediamo ora un esempio di integrale convergente ma non assolutamente convergente. 
(1.15) Esempio Consideriamo l'integrale improprio 


Tntegzano per parti i ha che 


(PriRZe dn ar (2 


ae [cata fotte 
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Poiché LE o. 1 


) pet 40, pei na (15) l'itgle inpro 


o Sa te = de 
conv quindi ne 7" RE 4 conv 

renano che queto ile  convsgesmeete, Cosimo ntgnde ipropio 
File 


fionda | sino] < 1 e utilizzando la formula di bisezione, st ha che 


Lene] sinto _ 1--c0025 


x > E 


Consieriamo l'integrale improprio 


Si ha che 


purnattta 


integrando per parti il secondo intgrale 


Ae (ET 


(Pie BEL [cale, [rie fonia 


11 prima integrale divenge, mentre il accordo converge (infatti come in precedenza si ha che 
Sole 


DR 2300 € i I ii) 
a 
ce n= e v 


(4:19) Torema Saf n +00) = R una fenzione integre ol dl per agi € 
taleche lim Sir) =170 
Altre Frate improprio di fn 6400 dig 


Dimostrazione. Supponiamo che 
definizione di limite, preso e = è 
particolare per ogni c > bsi ha 


> 0 (analogamente si procede se { < 0 oppure {= 4v0). Par 
cinte B 2 a tale che per ogni 2 2 Bai ha £ < f(x) < Il la 


fs» ftaten 
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Pe il Teorema (3.23) del Capitolo 3 sui limiti ne segue che 


se foe 


quindi pe 'Omevaione (4.6) sh che ["" (e) de div 


(4:20) Esempio. L'integrale improprio 


{Tarare de 


ine Ittica 5 

N Trota (19) mo i dice ala lla converge dll'integade improprio di n cao 
in a ta pf) net, i queto ci pò esere quale co, con ca 
Suono ngi 


(421) Esempio Consideriamo l'integrale improprio 
5a 1" sine” de. 


Posto L= e, da cai = logt e de= del, i ba 


L 


Quindi per l'Esempio (4,18) questo integrale convergo, Si osservi che la funzione integra J{} 
net non è un infinitesimo per ® + —00, infatti lim sine” non siste 


(422) Osservazione Tn modo del tusto analogo si introducono i criteri di convergenza per gli 


integrali impropri cllintrvalla (0, a) di funzioni integsabili su [ea] per ogni e ER, e < a 
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4.2. Integrali impropri su un intervallo limitato 


(4:25) Definizione Sta f + (a,b) + R una funzione integrabile [eb] per ogni a ce < 8 
tale che lim |{{r}] = +00. Diciamo che l'integralo improprio (o generalizzato) di $ tra 
a e 6 converge se esiste finito il limite 


dim fl fldo 


1 ta caso poniamo f' lr) dr = 
generalizzato) di fra a e 8 
Diciamo che 


È f{) de e lo chiamiamo l'integrale improprio (0 


integrale improprio (0 gene 


lizzato) di f tra a e 5 diverge se 


+00 (-00) 


Infine diciamo che l'integrale improprio (o gonoralizeato) di / tra a e bè 
indeterminato se non esiste 1 inte 


sfioe 


Diciamo che l'intogralo improprio (o generalizzato) di f tra a e è converge 


pini 


(4.24) Osservazione Rispetto alla nozione precedente, l'inervaîla è Tmitato ma Ta funzione è 
ilteitata.: Per dare censo alla nozione di integro di una funzione integrabile su [eb] per ogni 
a ca be illimiata se (a,b, che rappresentiamo con questo simbolo 


fs 


0 che abbiamo a studiato, Facciamo l'intogralotra un pun- 
l'estremo superiore È (opersaione lecita perché { è integrabile 


sfratto la nozione di integrale def 
10 e qualunaue in questo intervallo 
in [5]). Ottentamo quindi una fanzione di e, 


Fa 


(se 


Questa funzione è l'opposta della funzione integrale di f su (o,b] associata a D. Ora facciamo il 
limite di quosta funzione per — a*. Chiaramente per c - a* l'intervallo di integrazione aumenta 
fino, al fimite, a ricopre tutta l'intervallo {a,b} 

Si osserva che si pone 


VICE 


solo se questo limite ei n è un numero reale. Noli alti casi non i eve l'uguaglianza. 


tO dm fil 
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Da un punto di vista geometrico linterpretazione che possiamo dure è la stessa che abbiamo 
dato dellintegzale definito. Insstti, nel caso in cui f è positiva, se 3 limite 


dim [fd 


siste finito, allora il umero reale 


firme 


rappresenta l'area del trapezoide di { su (at. Se invece f è negativa, allora è l'opposto di tale 
area, Se cambia segno, allore è la somma algebrica delle aree dello some del trapesoide al di copra 
dell'asse delle aeise, con segno +, e di quelle al di cotta dell'asse delle asse, con segno —. 

Si moti che ce {è pustiva l'integrale improprio converge, allora i trapezoide è imitato, cioè 
non è contenuto ix una zona limitata del piano, ma la sus atea è limitata. Se isvece l'integrale 
improprio diverge, allora l'arca del trapezoide di nom è limitata. 

Rispetto al caso precedente, il simbolo di integrale improprio di una funziono limitata sa un 
intervallo Inaitato è l stesso di quello dellinteggae definito. Per sapere se si tratta di un integrale 
defiito oppure di un integrale improprio bisogna controllare se la funzione è limitata l'intervallo 
di integrazione 

Tn modo del tutta analogo i introduce l'integrale improprio di una funsiane f + [e,8) + R 
integrabile a a, ci per ogni a < c-< tale che lim |f{r}| = +20. 


tm fronde 


(125) Esempio Sianoa, DER con a <h,a > 0 eco: 


lea 


ideziano l'integrale improprio 


Distingiiamo i caso = 1 dl caso 0 9 
Cama zi Sibache 
x 

tim de= tim logle -al]' = tim[log(i- a) —tog(e—a) 
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Quindi integrale improprio [" 


de divege. 


Caso a 41, Si ha che 


Quindi 14 


to ptc [de cme md <a <1 lm e topi i 


auidie 
piu. mentre diverge be 2 > 1 

Infine, i servi che entra gli integrali considerati mon cono impropri per a < 0. 

“Anche pes gli integrali impropri di questo tipo si intraducono citeri di convergenza analoghi a 
quell per li integrali impropri e un intervallo illimitato 


Criteri di convergenza 


(1.26) Proposizione | Siano f,9 : (a,6] > R due funzioni integrati su [,b] per egui 
no, eA ER 


ace bali che lim |f(e}) = tim late) = 
Allora valgono i seguenti fatti: 7" 


e) de gli integrali impropri di f © 9 fra a è convergono, allora anche l'integrale impraprio 
dif +9 fra e converge e si ha che 


fumi [104 [stre 


4) e Linate regno di e © comm, lea cena intra imprepri di 
Fece benino di de 
farei 


Dimostrazione, È una immediata conseguenza dell'algebra de mit. = 


Tora 


(1.27) Osservazione £: (0,8] > R una fusione integrabile su [.b] per ogni a < e < 6 tale che 


lim [{(E)]==00 e rina <d< 


7" Alora l'integrale improprio dif fra ae Bconvergo (risp. divergoo indeterminato) ce l'integrale 
impioprio dif fra a e d convege (fim. diverge © è indeterminato) 
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Dimostrazione. È analoga a quella dell'Osservazione (46). 


(425) Lemma Sic $ 1 (0,8) -> Ra funzione non negativa e inesrabile su |] per ogni 
ace) tale che tim |f{a)| = +00 

Allora l'integrale improprio di f tra a e è converge © diverge (quindi nam può essere 
indeterminato) 


Dimostrazione. È analoga a quella del Lemma (7). = 


(4:29) Teorema (Criterio del confronto) Stano /,9 * (bl > R due funzione ini 
grabili su lt] per ogni e < € < E, tali che D < flz) < o(2) per omi e € (able 
lim (7) = lm o(e) = =s0. 

Valgono i sesuenti fatt: 


A) ve l'integrale improprio di g tra a b converge, allora anche l'integrale improprio di f 
ten €B converge e si ha 


[sddes [aaen 


19) se l'integrale impropria di f tra a 8 diverge, allora end 
2 eb diverge. 


Cintesrate improprio di tra 


Dimostrazione. È analoga a quella del Teorema (48). 


(4,50) Esempio. Discutere la convergenza dell'inegralo improprio 


oh (di emi (25) Pino iii fl dig, a per Ci de 


como sotto f* 845 civ 


(4.31) Osservazione I Criterio del confronto non eeurisee latt casi posti, In particolare, 
nello ipotesi del teorema precedente si ha che 


159 se l'integrale improprio di g tra 0 è divenze, nulla i po concludere sall'integzalo improprio 
difisaeb 
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40) se l'integtale improprio di ts a 5 converge, nulla ci puo concludere ullIntegrale improprio 
digtra aes 


(4:52) Teorema (Criterio della convergenza assoluta) Sia f: (a,b) > X una funzione 
integrabile su fe. per ogni a < e < 8 tale che lim |f(e}|= +00 

Se l'integrale improprio di f tra a e b converse ‘ssolutamente, allora l'integrale improprio di 
4 tra a e converge e si ha 


[rad e frena: 


Dimostrazione. È analoga a quella del Teorema (4.17). 


(1.55) Osservazione Nel Teorema precedente non vale il viceversa. 


in molti casi il Criterio del confionto risulta non facilmente applicabile a causa della disu= 
uaglianza imposta fra le funzioni / © 9._ In questi casi puo essere utile ricorrere al seguente 
risultato 


(4:34) Teorema (Criterio del confronto asintotico) Siano fg : (2,4 + R due fan 
zioni ntesrabli su cb] per omni a < © < 8, con gir) 2 O per omi x © (u,t e tali che 
Lim, |f(2)] = +00, lim glz) = +00. Supponiamo inoltre che esista finto dl limite 


Valgono i seguenti fatt 


1) sel # 0, allora l'integrale improprio di f tra a e & converge se e solo se l'integrale 
improprio dig #ra a eb converge; 


19) sel = 0 e l'integrale improprio di g tra È converge, allora anche l'integrale improprio 
di tra e È converge: 


16) sel = 0 e l'integrale improprio di f ra a e b non converge, allora l'integrale improprio 
dig tra a eb divers. 


Dimostrazione. È aniloga a quella dl Teorema (113). » 


(1.55) Osservazione Letre aformazioni del teorema procedente possono esere così riformate: 


de Î(2) = Lo(o) com l #0 per x - a' allor l'integrale impropito di Y tra a ed converge se 
1000 se l'integrale impropria di 9 tra a e 8 converge, 
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di) e fl 


L'integnale improprio di f tra a eb converge 


ol9(2)) per 2 + a' e l'integrale impropria di 9 tra a e D converge, alora anche 
dii) se (5) = olo) per 2 + at e l'integrale improprio di J tra a e 6 non converge, allora 
l'integrale improprio di 9 tra a 0 è dierge. 


11 prossimo risultato è una riformalazione del teorema © dll'oeervazione precedente duve uno 
dello due funzioni è la fanzione dell'Esempio (125) 


(4:58) "Teorema Sia fi a,b] - R uma funzione integrabile su 
che tim |f(2) 
Valgono + seguenti fatt 


Hi per ammi a < 0 < tale 


A se f è um infinito di ordine inferiore o uguale a dz con a < 1 per x — a*, allora 
L'intezrale improprio di f tra a e converge 


19) se J è nom negatina ed è um infinito di ordine superiore o uguale e Lo con a > 1 per 
2-+ a! allora l'integrale improprio di tra a e diverge 


(4.37) Esempio: Discutere la convergenza dellintegrale improprio 
Hog 


Poiché 


Part ola) pers > 04, ha che pers > 01 


VEE 1 = VE + ola) 


dlet+ote art to(1) 


n 


de converge. 


mere 2-40 Pic ila (406) ba ch 


(1.38) Esempio. Diseusere la convergenza dll'integrale improprio 


i 
Fra 
Pochi og(l =) = (+00 pert+ 0, ci hacer e 
did do 
doge logli=G- 1] x-1+o&-1ì 


@-t+ola- 1 


@-0+0((e-1)) 


pere, Pol Toma (43) i ac [Le iv 


(4,50) Osservazione In modo del tutto analogo si introducono i citeri di convergenza per gli 
integrali impropi di funzioni f > [0,6) + R integrabili su [oc] per ogni a < e < b tali che 
lim I/(0) 


428 


4.3. Altri integrali impropri 


n generate puo sucedee di dover disestere la convergenza dellintegrale improprio di una funzione 
Fs um intervallo imitato 0 imitato che sia sui in un numero finito di intervalli 1, 1,1, 
St ciasenno dei quali st presenta una delle situazioni studiate in precedenza. In queste condizioni 
diciamo che integrale improprio (o generalizzato) di J su 7 converge se convergono tutti 
gli integrali sapropri di fs: ciaseum intervallo ,, com ) = 1,...,m, e n tal caso poniamo 


free sd WARIGLI 


(440) Esempio. Discutere Ja convergenza dellintezrale improprio 


de 


EEE] 


La funzione integranda f(r] > to è consi st (1,3) edi è um infinito per £ > 1° 


fees 
23. Possiamo riscrivere l'integrale come 


TRIED) 
fre 
[Te 
nor ar 


Je ne- 


Quindi per il Teorema (4.36) l'integrale improprio 16 


Consideriamo ora l'integrale improprio 


lE 
i Terne 
Sthache 

i 


MERE 


Ha=- = 
7ene- 
Quindier Tora (4.8) l'integrale imprprio [Ltd converge. Ne segue che 
Jenne a 
l'integrale improprio {de converge. 
i Jena 
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(441) Reempio. Discutere la convergenza dell'integrale impropria 


i 


ARE i continue su (0,490) e è un infinito per x > 0! Possiamo 


dr 


La funzione integranda /( 
ierivere l'integrale come 


fred 
Sibacio 
Quindi peri Trova (46) l'integrale improprio fl ÎRÉ dr dieage. Ne segue che l'integrale 


impero f'* RE de no conven. 53 cri che Tntgsat imprprio (ESE de cone 


Quindi no concludere che ["” SE de dive 


Capitolo 6 


Equazioni differenziali ordinarie 


Le equazioni si posono lasificare in due categorie: rumeriche e funzionali 
Le equazioni numeriche hanno come oggetto i numeri, cioè l'incognita è un numero e co pure 
la soluzione. Sono delle slazioni che esprimono in termini simboli il logame fa l'incognita alti 
parametri presenti nell'equazione 
Le equazioni funzionali hanno invece come oggetto le funzioni, cio l'incognita è una funzione 
e così pure la soluzione. Tra Te equazioni funzionali ci sono le equazioni diferenziali, le equazioni 
integrali, le equazioni all differenze e altr tipi di equazioni 
Le equazioni diSerenziali i distinguono in equazioni difeenziali ordinari e 
ferenziali lle derionte parziali. Un equazione diffrrenziale ordinazia hs per oggetto una funzione 
rcognita y = y(7) 


puazioni dif 


reale di una variabile reale e eprime la relazione che intercorre fra lo fansione 


(i indica così se rappresentiamo il suo grafico nel piano cartesiano Oz) 


2, alti parametri presenti nell'equazione. le dervate della funzione stesa: Yu”, occ. 

Un equazione differenziale alle derivate parziali ha per oggetto una funzione eale di più variabili 
0 esprimo Ja relazione che intercorse a la funzione incognita, Te varisbili da cui dipende, alti 
parazetsi presenti nell'equazione 0 le sue derivato parziali. 


squaioni ] [equini | [consoni ale 


ZE 


direi dicci 


Noi ci occuperemo di equazioni difeenziai ordinare, 


45 
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1 Equazioni differenziali ordinarie di ordine n 


(11) Definizione Siano » € N, 2 E R"* non vuoto, / © R intervallo e F:0 + Rune 


funzione _ Un'equazione differenziale ordinaria di ordine nè un'equazione difeenziale 


delta frena 


F{rua. 99) =0, 
dave e € 1 e 9 :/ — R è una funzione derivabile n volte sa {Diciamo che l'equazione 
aifeenziale è is forma normale se è della forma 


4 Lt) 


dive + A > ® è una fusione è A CR è non vuoto 
Diciamo che u  / -» R è una soluzione {0 un integrale) dell'equazione di 
divaria F (7,419...) = 0 seu è dere n vole su € per ogni x € 1 a ha che 


(et) i.) 
F(to) (2)... a) 0 


ovvero e è srt informa normale come 9) = $ (£,0,0.-.10î"%); ee uè desisbile n 
volte nu £ e er ogni €! si ha che (s,u(2),t(5),...,uf®-D(o}) e de 


sE SI (AT, I) 


tn genere nell'equazione difevenziale si omette di scrive a dipendenza della funzione incognita 
g dalla variabile 2. Questa dipendenza è osvinmente sttintesa. In molte applicazioni ls funzione 
2) tatto i 


incognita sino denotata con 2 e a viste indipendente con. Sen = 1 (isp. n 
parta di equazioni diffeenziali de primo ordine (isp. del secondo ordine) 


(1.2) Bsempio. L'esempio più semplice di equasione differenziale è 
Y=ita, 


dove f = 1 R è una funzione continua su ] E R intervallo. L'equazione diferenziale è del primo 
ordine. In questo caso le soluzioni ono tutto le primitivo di f ex /. Quindi detta F una primitiva 
li fs 1, ci ha che le soluzioni dell'equazione yf = (7) sono 


via) = FI 


(1.5) Esempio. Un altro reempio di equazione differenziale del primo ordine è 
v 
Fi fine soci circo petiodià CR"! animemernizae. Poiché gi nenti di"* non +e 


lume radi (li Deisone (1.9) de Capfi 1) sì ce che F è una funzione reale di n + 2 variabili 
tin questo caso $ è tura Sngone ae di 1 vari 


v 
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Lo soluzioni di questa equazione sono le funzioni 


via) cer 


Infatti, la funzione y(2) = ce" è derivabile su R com y/(1) = ce = u(s), per ogni » € R. Come 
vedremo, queste sono tute e sole le soluzioni dell'equazione, 


(1.4) Esempio. Un esempio di equazione difrenziale del secondo ordine è 


Le soluzioni di questa equazione sono le funzioni 


va) mer 


Inftt, 1a funzione y(5) 


quer + ego? è decivatile due volte na R con 


vilzvecani vl)=netarizi, ver 


Come vedremo, queste sono tutte e sole le soluzioni dell'equazione. 
Come mostrano questi esempi, co un'equazione diferenziale ammetto soluzione, allora questa. 


sotuzione non è unica, bensì le soluzioni cono infinite e dipendono da un cerco numero di costanti 
asbitearie. 


(1.5) Definizione Sianon € N, n > 1, A © R" non vuoto, { + A — Rune funzione e 
VANTI 
Sì chiama problema di Cauchy (detto anche problema aî valori iniziali) il problema 


I (elit) 


Si chiemano condizioni iniziali le uguaglianze (55) 


dle = i 


Osservo che il problema di Catchy sseociato ac una equazione difrenzile di ondine 1 ha 
n condizioni iniziai o, più proisamento, queste condizioni sono i valori della funzione incognita o 
delle sue derivate fino all'ordine n — 1 calcolate tutte nel medesimo punto. 
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(1.8) Definizione: Siano n € N, n > 1, A CR non vuota, { © R intervallo, f A+ R 
una funzione 0 (o, o, 1-53) € A 
Diciamo che y: / > X è une soluzione del problera di Cauchy 


rt) 


= 


0 4 è una soluzione dell'equazione diferenzialo i) 
d0r (ta) = ie za St 


(Esiiatt)metey) 


(1.7) Bsempio 11 problema di Cauchy 


miei 
PORTI 


non ha soluzione. Infett, per 2 = 0 l'equazione diventa D > 1 che è falsa, 


(1,8) Esempio 11 problema di Cauchy 


con zo € R ammette un'unica sizione. Infatti, per l'Esempio (13), le soluzioni sono della 
forma 
sr =cn, cer 
Posto = i ha 
sf) cen 


Quindi la soluzione del problema di Cauchy è 


CORSI 


(1.9) Esempio 11 problema di Cauchy 


v 
s0)=0, 


ammette infinite soluzioni Infatti, la funzione y(r) = 0 per ogni x € R è soluzione. Inoltre, per 
agi > 0 consideriamo le funzioni 4, + R_- R definite da 


{esere 


Ù nici 


le) 
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Altra è una souzone del problema di Cauchy Iiti, è deriva a con 
VENPIPOTTI 
ui= (079 


PESTI 


v{e® sia 


quin ie) = YET per ogni € Rino è cata anche e condiine nine. ina, 


(0) = 0. Tutte queste soluzioni concidano st (00,0) ma sono divese su (0, +20) 


(1.19) Definizione Sia A © R® non vuoto. Diciamo che A è connesso per archi co per 
Ogni o 23 € A iste una funzione continua 7: [a,b] — A tale che (0) = 70 e (8) 


(1.11) Definizione | Siano n € N, n 2 1, A © RE! connesso per archi o { + A > Runa 
funzione. Si chiama integrale genorale dell'equazione differenziale 

) 

una funzione y = Y{me;, 1.6], dove ci, .,6, sono 1 parametri variabili in n intervali, 
soddisfacente le seguenti propria & 


90 (1 


“Fin iene RI A i gua ine di vibo ii a R'. La cine di citi ps ge 
Sami anca Si ela pr ani en di ua arabi e, ato di intel noe di 


do 8. Lasoelott, Lezioni di Anslisi Matematica I 


a) per ogni cu. c, esiste un intervallo { © R tale chela funzione y : 1 > R definita da 
WS VC 01) è salone dell'equazione dilfrrensile; 


8) per ogni (ro gii ida 3) € A esiste una © una cola funzione y = yleiei 1111105) 
soluzione del problema di Cauchy 


NSF (e) 
CORI 


vs 


POTE 
Sì chiama integrale particolare dell'aquazione difrezile 
I (td) 


ogni funzione ottenuta dallintegrale generale attribuendo particolari valori alle costanti 


y 


L'integrale generale di una equazione difrrensiate è un sottoaiene dell'insterse dellesoluzioni. 
Come vedremo, perle equazioni lincai {vedi paragraf 2.2 03) questi insiemi coincidono 


(1:12) Definizione: Sianon € N, n > 1, A € R"! non vuoto, 3 € Rintervalli, {3A +R 
una funzione 0 (to, i 1-91) € A 
Diciamo che una soluzione u :/ — del problema di Cauchy 


TO) 


290] 


da 


ran prolungamento della soluzione è: + R del medesimo problema di Cauchy se J E 1 


Diciamo che v : 7 — R è una soluzione massimale del problema di Cauchy se non è 
prolungatile cioè se © < J —» R è uns soluzione del medesimo problema di Cauchy tale che 
ICICW 


ti allora 7 = Fe di conseguenza v = 


2._Eguazioni diferenziai ordinarie del primo ordine in forma normale ds 


(1.13) Definizione | Stanom € N, n > 1, A € RE! non vuoto, f 1 A -» Rune funzione, 
Cordis) € A, 1: dom (1) > RI € domo) intervallo com sy € tali che uy è 
una soluzione del problema di Cauchy 


41 (ti) 


URI 
Ya)=n 
PRalS 


Diciamo che / è un intervallo massimale per u se non esisto un intervallo J © dom(u) tale 
che uè soluzione del problema di Cauchy con { Je J# 


(1,04) Osservazione: Evidentemente seu :/ -+ R è una soluzione massima, allor l'intervallo 
T'è massimale pes TI viceversa in generate non è vero. Si conser 


© |-2,200) — R definita da u(e) = d(5 + 2)? Questa funzione è 
Cauchy 


per esempio, Ta funzione 


soluzione del problema di 


(AGE) per ogni a > -2 e (0) 
06) ma la soluzione non è maseimale, Inferti la funzione » :R > R definita da 


Infatti, ao) = He = 2) 


L 


L'intervallo massimale è 1 = 


(0231 


è soluzione del medesimo problema di Cauchy ol è un protungamento di 


2 Equazioni differenziali ordinarie del primo ordine in for- 
ma normale 


Seno equazioni difrenzili della forma 


d=Îl0g) 


dove f:A-+Rè una funzione e A € R' è non vuoto. 
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2.1 Equazioni differenziali a variabili separabili 


(.1) Definizione Siano /,} © R due intervalli, { 1 > Reg: J > R due funzioni 
continue, Un'equazione differenziale a variabili separabili è un'equazione differenziale del 
primo ordine dl tipo 

Flat) 


Ricerca dell'integrale general 


0, allora la funzione 
1(2)9(9) (è anche 


Si cercano in primo luogo li xeri della funziono g. Se un € R è tale cho g(uy) 
11 + R definita da u() = ug è una soluzione dell'equazione di Forenzial 
detta soluzione costante), 

Sio ora J un intervallo contenuto in J tale che g{v} % 0 per ogni y € J. Allora dividendo 
nell'equazione ad ambo | membri per o{y} sha he per ogni y € J 


ga 
rsa 
Poiché g è continua su anche è è continua su J. Quindi ammette primitive su J. Sia © uno 
primitiva di È su 7, Allora E è derivabile su J con 


1 


sm to) 


wer 


Sia 1" un intervallo contenuto in Y tale che per ogni x € I" i abbia che y = y{r) € J°. Poiché 
4 è drivabilo sù allora G 0 : £' + R è derivabio su Pin quanto composizione di funzioni 
derivi, con 


(Co) r]= Cat) dt, 


cioè Go y è una primiciva di f su /°. Detta F una primitiva di {sù 1°, per il Tecrema (1.3) del 
Capitolo 5 esiste © € R tale che 


atuo=fiaze ver 
Easendo 3 un itervllo "= continua eu 1 allora O" non cambi segno sa 7 Int, se 
eb gno, pel Terna degli ei (ai Tecra (60) de Colo 8), ci somale i 
qlc pento i P Nesogne che © è puo pshiva è è cempeo nega ca Ia ogulcar @ 
È aectamente monotona n, qnd Invriile su. Ne age che 


vr) = GF] +e), Veel 


Quindi l'integrale generate dell'equazione 9° = f{e}a{y) è dato da tuste le soluzioni cortanti che 
annullanog su 7 e da tutto le funzioni della forma. 


va) = GF +A, 
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dove Gè uno primitiva di 1 su un sottointervalio I° di S, F'è una primitiva di / su un sottointervalo 
IP di tal che per ogni z'€ I" si bay(z) E l'oceR 


(2.2) Osservazione Operativamente si procede così. Si pone g(y) = 0 e si trovano le soluzioni 
costanti. Poi, per 9(9) # 0, si Ba che tutte le altre soluzioni dell'equazione differenziale sono date 


Detta quindi G una primitiva di Lsu un sottointervallo di J e F una primitiva di f sù un 
sottointersslo di si ottiene 


implicitamente da 


cu) 


W)+a cer 


Se è nota l'inversa €) di G sul settointervallo di J considersto, allora ricava 


PORTS SETNETTI 


(2.3) Lemma Se? © R é un intervallo e f < I -» Ré una funzione continuo, allora 
l'integrale generale dell'equazione a variabili separabili 


sv 


è dato da 
sele cell), cer 


dose F è una qualunque primitiva di f sul. 


Dimostrazione, Si ha che y = D è soluzione. Se y 70, allora le altre soluzioni sona date da 


{Ra fis 


Slo F una primitiva dif su I. Allora i ha 


logly=FG)+1 ceR 


cell, ceR, 


posto E = e si ottime 
k>0, 


gudbo, k>0, 


posto e = + di attiene 


VORIGNETTI 
Poiché per c = 0 si ottiene y{e) = 0 che è soluzione allora l'integrale generale dell'equazione 
9P= f{2)4 è dato da 


ei, cer 


sta) 
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(24) Corollario SaA£ €. 
Altora l'integrale gnerale dell'equazione a variabili separabili 


v 


è dato do 
de, sec 


via) 


Se AE Ri allora le soluzioni reli semo tute e sole 


so 


Dimostrazione, So) € R} allora è una conseguenza immediata del lemma procedente, Infett, 
una primitiva di J(7) = A mu R è F{e)= Ar 

Se A € C, in quosto caso le soluzioni dell'equazione difeenzialey/ = Ay cono funzioni y-R > 
©. Eseendo funzioni di una vaiabile reale, a valri in un insieme, ©, nel quale sono definite le 


operazioni di somma, prodotto e modulo, per questo funzioni st possono introdurre, in modo del 
tutto analogoa quanto vito per le funzioni reali, lo nozioni di limite, derivata e primitiva e godono 
dellestese propria Tn particolare data una funzione f + 1 + C, dove FC R è un invervaio, e una 
sua primitiva F:/ > € sa [, allora ogni altra primitiva di { sa è della forma O{x) = Fir] +0 

anceC. 
Se ara di considera la funzione f + R > © definita da {7} = ), allora una sua primitiva è 
Ple) — Ae (chistsmente FR -» C) e procedendo cone nella dimostrazione del lemma precedente 
i ottiene che l'integrale generale dell'equazione 


(in csì peo le costanti arbitrarie variano în 
differenziale Y = Ay è 


(25) Teorema (di esistenza e unicità locale della soluzione del problema di Cnu- 
chy) Siano 1,3 © R due sntervlli aperti, f 11 + R e9.-J + R due funzioni 2, € 1 e 
we 3. Supponiamo che f sia continna tn Î e g sia dervontle com derivata continua in J 
Altora i problema di Conchy 


Ne fladalo) 
ved=s 
atimelte uo € una sola soluzione inassimale definita su im intervllo D' contenente #9 € 


contenato 1 


Tralaaciamo la dimostrazione. 


(2.8) Esempio. Deseizinare Te sluzioni delle equazioni iiferenziali 
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DI 
Svolgimento 


L'equazione diferenziale 
precedenti si ha che /(c) 


218 è de primo ordine vaiabiliseparabil. Usando le notazioni 
2 perogniz ET = Regly)=y? per ogniy e 


Determintamo le soluzioni. L'unica soluzione rostante è y 


Side - fede 
1 


Y 


Per y #0 le alte soluzioni 


sono dato da 


ve) 


“a 


Has con ceR 


Quindi te soluzioni sono (x) = De y(3) 


2) L'equazione difeezile 8 = è dl primo ordine e vaibili parbili in foma non 
sora Pr 0 Taguriono ci csv a fo nona conn 
%és 
È 
Qeerviamo che y = 0 no te l'equazione nori e = 0, Usando le notazioni prcdenti 
ache IC) © perognie CI = Re glo) = gi per ogni 40, Guidi intevlo 7 è 
Tac) pose (0, tac) 


Deteminiamo le soluzioni. Non esistono soluzioni costanti. Le soluzioni ono date da 
fed = fede 


3 


si) = {Bets ceR 


SETA cn cer 


(2.7) Esempio. Determinare la soluzione del problema di Cauchy 


e l'intervallo maseimale su cui è detinita 
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L'equazione diferenziale è del primo ordine a vasiabili separabili. Usando le notazioni precedenti si 
ha che S(3) == per ogni € I = R e g(y) = È per ogni yy 0. Poiché gq = —I, allora si ha che 
914» ReonJ= (00,0). Osserviamo che f è continua si / e g è derivabile con derivata continua 
nu . Allora per il Teorema (2.5) il problema di Cauchy amuette un'unica soluzione massimale 4 
detta su un intervallo [tale che € I° e per ogni € [* si ha che y{r) € J, cioè y{r) <0. 
Deserminiazmo la soluzione. L'equazione nox ha soluzioni ostanri. Le soluzioni sono date da 


Jos fre 


le cer 

E 

dieta cer 
sendo < 0 si ha 

vo) = VEFFÀ cer 


Quindi a soluzione è della forma (3) = -VTFTTE con e € R. Imponendo la condizione iniziale 
410) = —1 i ottone e = 1. Quindi a soluzione è 


v)=- 


L'intervallo massimale 1 mi cut è definita è l'intervallo massimale tale che 


ver 
rel sr) <0 


Fesendo dom (-vT3F) = [II] e (e) <Ose 2 € (21,1), di ba che P=(-1,1) 


(2,8) Osservazione L'intezale generate dell'equazione differenziale 4” 
(e) = 0 per ogni e € Re dalle funzioni y(r] = Hr + per ogni e € 
esercizio); La funzione 
da sero 
slo) = {3 


0 sere 


è dato dalla funzione 
etoo), con e € R (per 


© soluzione della stess equazione differenziale ma non è ottenibile dall'integrale generale per alcun 
vare die 
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2.2. Equazioni differenziali lineari del primo ordine 


(29) Definizione | Siano f © R un intervallo e a,b : 7 —+ R due fusioni continue 
Un'ogquazione diffrrenziate lineare del primo ordine in forms normale è un'equazione del tipo 


Szalay) 


Se b = 0 l'oquazione è detta omogenca, altrimenti non omogenea. Si osserva che so = 0 
l'equazione è i paticolae, a variabili separabili. La funzione è è detta termine forzante. 


(2.10) Teorema | (Integrale generale di una equazione lineare del primo ordine) 
Giano TR ua intervallo e a,b: + R due funzioni conti. 


Altora l'integrale generale dellequasione lincore del primo ordine g' = alr}y + be) è dato da 


dove A è una qualungue primitiva di a su 1 


Dimostrazione. Sia una primitiva di e-A6 su /. Quindi cè derivabilesn f con ee) = e-A00b(2) 


per ogni 2 € F. Proviamo te chela funzione (5) = e44ls) tuna sluzonedel'equazione 
lineare y' = o(r)y + b(2, Si ha che g è doivabile im quanto prodoto di funzioni drivabili con 
VO IAAVAIA 1) 


— ae )u(o) + etto Ab (2) = ta) + BG) 


Quindi y è una soluzione dell'equazione lineare 4 
Proviamo ora che ogni soluzione dell'equazione 


Celv — bo) 
ore è della forma 


ve 


dove cè una primitiva di eb su 1, Porsamo #(r) = e#%c{r) e stano y una soluzione dell'equazione 
lineare e u = g — =. Per quanto appena provato £ è una soluzione iell'equasione lineare y' = 
ately+ 

di è derivabile in quanto di 


2). Osserviamo che u è una soluzione dell'equazione linearo omogenca y' = e(r}y. Infatti, 


2a di funzioni derivabili, con 


2 = [alely + ble}) — (ale)2 + e}) = ala)ty — 2) = alela. 


Ne segui cho u è soluzione delloquazione a variabili eparabili 
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Per il Lemma (2.3) e soluzioni di questa equazione tono date da 
ua) = bel, her. 


svendo ui = y — 3 i ha che 


OCA) Str) e) RA 4 en) e Men) + 4) 


i sendo e una primitiva di 6/0 su F anche c-+ E lo è. Pertanto l'affermazione è dimostrata. 


8.1) Osservazione. Po l'integrale Indefito [e A0;(5) x contiene une cotanto alive 
astio i bce l'ntgnlogasso del'qasioniinaredipendode qutta conte aiar. 

N tato vo ance ol funzioni a $ ono conti platea 1a yo la ©, lo tl 
cas a tnt rai contenta nlintegale 04) e è cpl 


È ERRATO DIRE che l'integrale generale dell'equazione differenziale y' 


(2.12) Teorema _ (di esistenza e unicità globale della soluzione del problema di 
Cauchy) Siano J © R un intervallo, a,b: -+ R due funzioni continue, 2, € / € 47 € R 
Allora esiste una e una cola soluzione massimale del problema di Cauchy 


OMETELI 


fi alr)u + ble) 
stre 


definita su 


Tralaclomo la dimostrazione. 


(2.13) Osservazione In un problema di Cauchy asociato ad una equazione lineare, a diferenza 
li quanto avviene per quelli associati at Una equazione a variabili separali, posiamo dire imme. 
diatamonte chi è l'intervallo massimale per l'unica soluzione, se esist, del problema: è l'intervallo 
massimale 7 contenente il punto sy in cui si valuta Ta condizione inziale, su cui sona dente le 
funzioni a È 


(2.14) Osservazione Su alcuni esi Te esquasion diffrenzili ineai del primo ordine sono scritte 
nella forma, non normale, 
4 alo)y= b0), 


dove a,b: 7 > R sono due funzioni continue su f € R intervallo. Tn ta caso l'integrale generale è 


dato da At (fee ar), 


se 
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dove A è una qualunque primitiva di au 


(2.15) Esempio. Determinare l'integrale generate delle seguenti equazioni differenziali linear del 
primo ordine 


Svolgimento 


sta) 


Quindi l'intograte genorale è y(o) =e?(r +e), conce R. 


2) L'integrale gencrao dell'equazione diferenzialo/ = 34 + 22 è dato da 


vas (fesza) 


dove Ar) è una qualunque primitiva di o(s) = 1. Si ha che 


firmi ba cer 


Posto A(3) = loglsi si tiene 


gta)= del 


(ferendo) la (E 


ai per 2 < 0 che per 2 > 0 si ottiene 


22 (fre) -a(f4 


Quindi l'integzate generate è g(e) 


cer 


(rtgiancer 
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(2.16) Esempio. Determinare la soluzione del problema di Cauchy 


specificando l'intervallo massimale i ci è definita 


Svolgimento 


L'equazione dierenziale è linear del primo ordine. Poiché le funzioni (5) 


sono continue sullintervallo { = (-00,0) che contiene 75 = —1, allora per il Teorema { 
problema di Cauchy ammetto un'unica soluzione definite sa 


Lintegrle generale dell'equazione diferenzale = = 8594 ix è dato da 


vee) 


va 


dove A1) duna qualunque primitiva di a(e) = - 255. Si ba cho 


Ie 


Posto A(z) = — log(1 + 2°) a ottime 


Qoglrito, cer 


Quindi l'integrale generale è y(+) = La(log rl =), con e € R. Poiché la soluzione è definita su 


1= (-90,0) allora è ella forma 


sio= al 
n 


imponendo la condizione inziale y(-1) =0 si ottiene c = 0. Quindi la sluzione è 


ilo 4 


ve) <0 
1à 
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3 Equazioni differenziali lineari del secondo ordine a coef- 
ficienti costanti 


(1) Deftizione | Siano / © R un intervallo, au,o, € Re 8: / > R una funzione 
continua. Un'equazione difrenzale lineare del secondo ordine a coefficienti costanti è 
un'equazione della forma 

CALTAZTELO] 
$0 5 = 0 l'aquazione è detta omogenea, altrimenti non omogenea. La funzione 5 è detta 
termino forzante, mente an e a; sano detti coefficienti dell'equazione. Se almeno uno 
dei due col ‘azione è detta lineare dell 


socondo ordine a coefficienti non costanti 


enti è una funzione pon costante di x, allor 


(82) Osservazione Se as = ei = 0, allora l'equazione diventa y" = b(r). Le soluzioni di 


questa equazione si possono determinare integrando due vole rispetto a 2. Infati, con una prima 
integrazione i attiene 


v6)= [vtaraste= [und 
dove B, è una primitiva di 6 sa /. Integrando l'uguaglianza y/(3) 
[srarie= floxtdbaldte 


dove B} è una primitiva di 8 su 1 


Beto aeR 


Bilo) +e, di ottiene 


Bataria, ae 


via) 


(3.3) Esempio Un esempio di fenomeno fisico modellato de un'equazione differenziale della forma 
= ba) quella della caduta di un grave culla Terra in assenza di attrito, Ts tal caso la variabile 
indipendenteà il tempo anzichè . Denotato con gil modulo dell'acceleraziono di gra (supposta 
9,8m/9) l'equazione del moto è y' = = 


Ù 


"| 


Sì all'ssante iniziale ty = 0 il grave si trova ad un'altezza, con una velocità istantanea 0, 
allora il problema di Cauchy associato è 
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Integrando una prima tolta rispetto a {i ottiene 


VO= ga n ER 
e intgrando une seconda vuta i rtene 
1 
(= fot atta eni ER 
s0= ja 
mponendo le condizioni iniziali (0) = ga e (0) = ty a ottiene di La otuzone È 
(= Fot cate 
sl = joint 


nota anche come equazione del moto uniformemente accelerato. 


3.1. Equazioni lineari del secondo ordine a coefficienti costanti omoge- 


Siano ay,ar € R. Consi 
costanti omogenea 


eriamo l'equazione differenziale finesre del secondo ordine a coefficienti 


Jay'ta=0 


Osserviamo chela funzione (5) = 0, per ogni x € R, è una soluzione di questa equazione. Quindi e 
equazioni lineari del secondo ordine coefficienti costanti omogenee asumettono sempre la soluzione 


nulla. 


(3-4) Teorema. Siano ay a, A € R 2411, R > R de soluzioni dell'euazione differenziali 


Y+aytay=0 


Alora i+ ds, Adi © Ala sono soluzioni dlla stessa equazione differenziale 


Dimostrazione, Paiché ge 4; son0 soluzioni dell'equazione ciferenziale 4 + 01 + ay = 0, si 
ha che yi € 9; sono derivabili due volte su R ei ha che 


URLURATI vira 


+ dg = 0 


Considesiamo y = yi + yi Allora y è deivabile due volte su R} în quanto somma di funzioni 
derivi duo volte, con 


+ vadis 
Sostituendo y ne primo membro dell'equazione diferenziae si ottiene 


tali gta 


if = doi) + (UL + ai + a 


Quintiy è soluzione dell'equazione omogenea y + ay — eyg =. 
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Consideriamo ore y 
dersvaili due volte, con 


i: Allora y è derivabile due volte su Rin quanto prodotto di funzioni 


Mo Ù 


renziale si tiene 


da 


Sossituendo 4 nel primo membra dell'equasione di 


altany+asy = (ut) +a (i) + (A) = 
Affi = org] + on) = 


0. Analogamente si dimostra che 


Quindi y è soluzione dell'equazione omogenca y° + a, + sy 
9 "401 è soluzione dell'equazione omogenta y = og = ay 


Osserviamo cho quosta proprietà suscste anche quando a, e aj non sono funzioni costanti. 


(85) Definizione: Siano [CR un intervallo e f,9 7 > € due funzioni 
Diciamo che {© g sono lincarmento dipendenti se esistono A,4 € © non entrambi nulli 
tali che Af(z) + ot) 

Diciamo che } © 9 sono 


Operomire | 
carmento indipendenti se nox sono lneansente dipendenti, 


MO Fur Ver 


(3.8) Osservazione 
0) Se / © sono due funzioni linearmente dipendenti, allora nsetono A, i € © non enteambi nulli 
tali che fr) + air) = 0 perogni € I. Se A 40, allora si ha che f(x) = —£9(7) per ogni 

x € 1. Se pi #0, allora si ha che g(7) = —8f(2) per ogni 2 € F. Quindi site © € © tale che 


LC) = ene) oppure str) = ef(z), per ogni x € I. In particolare f © 5 sono l'una “multipla” 
dell'altra. 
8) È evidente che se X allora Af(C)+p19(#) =0 per ogni € 1. Se eg sono inrarmente 


indipendenti, allora i ha anche che 


AMG) + sole] =0 Veel > Asuso 


(8.7) Esempio 


1) Siano P e Q due polinomi complessi nun nulli di grado diverso. Allora P e Q sono linearmente 
indipendenti 
Infatti, se per ascurdo fossero linearmente dipendenti, llora per l'Osservazione (3.8) cis 
rebbe e € © tale che P(x) = cQ(x) oppure Q(2) = cPiz), per ogni 2 € R. Quindi P e Q 
srebbero o stesso grado: sesurdo 


e con ad € R 0 a $ 8 sono lincarmente 


Le funzioni fig (RR, f(e) = e e ole 
indipendenti. 
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Infatti, se per asurdo foro linearmente dipendenti, allora per l'Oservazione (3.6) esist 
rebbe & € R tale che j(7) = calz) oppure ol) = c/(1), per ogni e € R. Nel primo caso si 
avrebbe che per ogni x €R. 


8: assurdo perché a 4 8 
Analogamente nel secondo caso. 


dig e 2 = al + 10° on È # 8° Allora le funzioni f,9:R > C, 
25% cono linearmente indipendenti 


Infatti, se per asundo fosco linearmente dipendenti, allora per l'Osservazione (3.6) esist 
rebbe & £ © tale che j(7) = cals) oppure o(r) = c/(), per ogni e € R. Nel primo caso si 
avrebbe che per ogni x € R. 


2 sfiori) (5 


ma do è aecurdo perché  # 8 Analogamente nel cocondo cos, 


n 


Le funzioni f,9:R + R, J{2 
indipendenti 


sed è (5) 


in dx con d € R, 9 #0, sono linearmente 


Infatti, se per assurdo fossero linearmente dipendenti, allora essterebbero A, € R non 
entrambi nulli tali che Af(#) = pa(e) = 0, per ogni » € R. Poiché 


si ba cho per ogni €R 


MEF =0 
1 


ii a 
@uadenpre 
Priché perl cao prsodente le funzioni 5-4 sono lineamenti indipendenti, ciò implica 
diduzo 
D-ta=o 


- assurdo. 


5) Le funzioni f.a:R>R, /(9) 
inearmente indipendenti. 


PPT a lr) = get coma E Ron,m E N, nm, cono 


Infatti, se per assurdo foro linearmente dipendenti, allora per l'Oswervazione (3.6) esist 
rebbe è € R tale che j(7) = calz) oppure gir) = eil), per ogni e € R._Nel primo caso si 
avrebbe che per ogni x €R. 


assurdo perché n 7 m 


Analogamente nel secondo caso 
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6) Le funzioni fa :R > R, /(9) = er comde e n) 
Sion incpendenti 


sin x con a, € R, 9 #0, sono 


Infatti siano A, i € R, Allora per ogni 7 € R si ha che 


ve 


AE)+ asl 


0 dettendet pettini 


e (Aver pin Br) = 0 © Avosdr+ prin de = 0 


Poiché per il caso 4) le funzioni coe/$7 e sin 87 «ono linearmente indipendenti, o implica 
A=u=0. 


(3.8) Teorema | (Integrale generale di una equazione Tineare del secondo ordine a 
coefficienti costanti omogenea) Data l'equazione differenziale incore del secondo ordine a 
coefficienti costanti omogenea 

VETVETTEII 


com ag a; € R, st considera l'equazione caratteristica associata 


Piadta 


ottenuta sostituendo N° al posto di yi per ogni È 
Allora valgono é seguenti ftt 


1,2 fon la convenzione che yi" = y) 


1) seA = af- day > 0, allea! NGI A + 0g = 0 ammette dee 
soluzioni reali distinte A,, Xe l'integrale generale dll'auazione differenziale omogenea 
gray tag =0è 


{i altri termini due soluzioni linearmente indipendenti dell'equazione differenziale sono 
ai ela) = da 


al — tag =0 allora l’euazione caratteristica +0; A+ ay = 0 ammette fa sola 
ione reale A = —2 con mollica ‘a due e l'integrale generale dell'equazione differenziale 
omogenea y° + a, + 099 


{in altri termini due soluzioni linearmente indipendenti dell'equazione differenziale sono 
ma) = ae ela) 
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3) se A = af — day < 0, allora l'equazione caratteristica N + a; A+ 0g 


soluzioni complesse coniugate A; = a + i8, con a, €R, #0, l'integrale generale 
dell'equazione differenziale omogenea + a, > ny= 0 è 


fin altri termini due soluzioni linearmente indipendenti dell'equazione differenziale sono 
sin 8) 


© ammette du 


mils) = et cond esile) 


Dimostrazione. Consideriamo la funzione y(z) = e?* © determiniamo per quali A € © è soluzione 
dell'equazione diferenziale lineare omogenea 

yraytay=0 
Si ba che per ogni a € R 


Vie vare 


Soitiendo nel'equazione dini i time 
VO)-agl) zara =0 è ef badba) 0 cd Nada 0 


è soluzione dell'equazione difeenziale se e slo se N° — 1A +0 = 0. 
Allora si ha che 


Quindigle) 
Siano A, A, € © le saluziani dell'equazione algebrica X° +,4 + an 


REGA ta AA) 
OA +A) ded 

Denotismo con D l'aperstone di derivazione, cioè tale che Dy = per ogni funzione y deivabile, e 
con [l'applicazione identica, cioè tale che /y = y per ogni funzione g. Alora si ha che 


ata +asg= (D- AM) (DA): 


fatti csendo D cine ha 
(D-Aaf)e {D-Axf}y = {D- ADD - AN] 
DAI} (Dy Axa) 
= (0-9 de 
lo" Ans) Ally Ai) 
OY — DA 9) A 4A = 
— asta 4A 


"PA dr 


RSTALOI 


Cap. 6: Equazioni lineari dl acondo ordine a coefficienti costanti omagence sr 


Ne segue che l'equazione omogenea 
Hay +ay=0 


sip sive come 
{D-xMe(D-xMy=0 


Poniemo 
6 u= (DAD 
Alora u risolve l'equazione 
D-aale= 0, 
dio 
ded 


Per il Corollario (24) i ba che 
ut 


Per (3.9) i ha che y risolve l'equazione 


(D-aly= ss 


cioè 9" A,y = Haedbr, osa 


Ye dychee 
Quindi y ischve un'azione insre del primo ordine no omogenea. Per il Teorema (2.10) e 
l'Oservaione (211) i ba he 

que (feto) 


ne (ferre 


Sussistono due cas 


2) se A) = Ax, quindi real, allora si otiene 


10 = ha (fd) 
A 
miele + eci 

hlnee 


posto ci 


Quindi, posto A 


l'integrale generale dell'equazione differenziale omogenea è 


J=a 
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2) te di # Aq alora di ottime 


sa) 


eo (fora) 


gelo 4 Seodee 


posto = hke = rr 


Se Ani A, € R allora queste soluzioni suno teli se e solo e ex cy € R. Quindi l'integsale 
generale dell'equazione diFerenzale omogenea è 


= atriade,  aageR 


SA, A Ri allora perle propo a delle radici di un polinomioreale (vedi Proposizione (276) 
del Capitolo 1 nel paragrafo sui numeri complessi) si ha che A, = X;. Posto A, = a +48, 
ha che, = o — i e quindi l'integrale generale dell'equazione omogenea diventa 


Ma) saretta ee a a lete pa, d 


le (G0e x + istn do) + cy{coe ds — sin 2a 


= e (fe + eg Br + er — a) i 


Queste cluzioni cono reali so e colose {ei +i)ile; 2.) ER. Posto e, = qji8i ces = ta tiS, 


com and, € Ri allora 


arazzi +4) ile) 


+ 


Quindi 
ata eR &+&= È 
Quindi se = 7 allora 
ata=h ila) =-2% 
Posto Cj = 21 60, = -26, sia che lintezzae generale delloquazione differenziale omogenea 
è 


MOR) = en (0) cond + O, dr), | CO, eR 


La dimoseazione è completa,» 


Questa propre a non suite, in generale, se ay e a; non sono costanti. 
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(8.10) Corollario | Siano an,ai € R e yi, y;<R + R due soluzioni linsarmente indipendenti 
dell'equazione diferenziale omogenea 


CALCALO 


Altora l'integrale generale dell'equazione omogenea è date de 


Ù 


gi + as, 


alveriare di ve, ER 


Dimostrazione. È un'immediata conseguenza del tecrezma precedente e dellEsempio (37), 


(8.11) Teorema | (di esistenza e unicità globale della soluzione del problema di 
Cauchy) Sino so, sy 4 € R 
Allora esiste una e una sola soluzione massimale del problema di Cauchy 


VFavtay 

sfr= sa 

visa 
definita su 


Tralaszianno la dimostrazione. 


(3.12) Esompio. Determinare l'integrale generale delle soguenti equazioni diferenzili fineati a 
coeficinti cosunti omogenee: 


394% 


)y 


ny 


M+y 


Byiayty 


Svolgimento 


1) Data equazione diffrenziale lineare a coefficienti costanti omogenea 4° — 3’ +24 
Dlecui soluzioni ono 


equazione caratteristica semociata È)? -3A + 


Quindi l'integrale genorale è 


009) = gel 
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—ay+y= oe 


1 con molteplici’ a 


Data l'equazione difeenziale lineare a coefiienti costanti omogenea 
quazione carsttristica associata è A? - 2 + 1 = 0 la cui soluzione è A 
Quindi 'integrate generale è 


dettere, cpr ER 


5) Data l'equazione differenziale linea 
ione caratteriica associata è I° +A+ 


x coefficienti costanti omogenea 4 + 3 + 
(ile cui soluzioni sono 


Quindi l'integrale generale è 
a) = et e cs (lm (A) 2) + ez sin {lm (A) 2) 


set face (La) can), mie 


3.2. Equazioni lineari del secondo ordinea coefficienti costanti non omo- 
gence 


(3.19) Teorema | (Integrale generale di una equazione lineare del secondo ordine 
a cooffcienti costanti non omogenca) Siano I CR un infersallo, ay a, € R e b:1 4 
una Sanzione continua 

AAltora l'integrale generale dell'equazione difrenziae lineare del secondo ordine a conficionti 
costanti non omogenea 4° + 01 y' — ayy = b(x) è dato da y = y,— gp, dose y, è l'integrale 
generale delleguazione omogenea associata + ny — ny = 0 e 9, è im integrale particolare 
dell'equazione non omogenea 


Dimostrazione, Proviamo inizialmente che 4 = g, +4, è soluzione dell'aquazione diFerenziale non 
omogenea, Si ha che y è derivabile due volte su lin quanto soma di funsioni derivati due volte 
salon 


PETIT: 


Sostituondo nel primo membro dell'equazione diferenzise si ottiene 


s+aytay = +94) =) 
= ft tai tou) + + n) 


ba) 


Quindi y è soluzione dell'equazione diSerenziale non omogenea. 

Proviamo ora che ogni soluzione dell'equazione differenziale pon omogenea è della forma Y, +4, 
Siano ©, due soluzioni linoarmente indipendenti dell'equazione diferenzialo omogenca associata 
+01 y + ogg = De ala > una soluzione dell'equazione diferenziale non omogenea y" + ayy/ +09 = 
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be}. Per il Corollario (3.10) l'integrate generale dell'equazione differenziale omogenea y, è della 
forno 
PELTECTA 
ad variate di ee, € RL È quindi suficiente dimostrate che esistono c,,c, € R tali che e = 
mt s 
Sia y = 2g, Si ha che y è decivabile due volte su 7 in quanto differenza di funzioni derivabi 
due volte sa co 


v=l% i 
Sosio nl pio membro dell'azione difnenziae i ottine 


vravtay = tal g) tales) 
Cetona + a) — (+) +e) 


Quindi y è soluzione dell'equazione diffrenziate omogenea. Allora per il Corellro (3.10) esistono 
que ER tali chey = ciyi + ya. Ne cogue che 
ERTTRECTETTOnI 


La dimostrazione è completa. a 


Questa pope susete anche quando a, e a, non sona funzioni costanti. Osrviamo inoltre 
cho nella seconda parte della dimostrazione del teorema precedente sì è provato che la diferenza 
di due soluzioni dell'equazione difrenziale non omogenea y° + a1y' + 4 = b(3) è una soluzione 
dell'equazione differenziale omogenea sseoctata 4° + axy' + ng 


Ricerca di un integrale particolare dell'equazione nor omogenta 


Consideriamo l'equazione non omogenea y' + a1y' + asy = blr). Determiniamo un integrale 
parcicolare ne seguenti casi, a soconda della forma del termine noto 


1) Ha) = Pl), con P polinomioe a € 


di) Hr) = est (P(z)cos 874 Q[7)etm 27), con P e Q polinomi e a,$ e R 
Osserviamo che ) è un caso pasticolae di 1). 
Caso i), Sia (x) = P(e) es", con P polinomioe a E R. Abbiamo due cottocasi 


2) se non è una soluzione dell'equazione caratteristica X° + ox A + 2, = 0, 0 equivalentemente 
se (e) = e non è une soluzione particolace dell'equazione omogenea 4” + 0; + 004 — 0, 
allora una soluzione particolae dell'equazione nox omogenea è della fora 


dtuve @ è un generico polinomio (da determina) dello stesso grado di Pi 
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8) se a è una soluzione dell'equazione caratteri 
(1< m < 2), cioè a è una soluzione singola (m 


a N+ad ta, 
2) © doppia (m 


0 con maleplaità 
2), 0 equivalentemen- 


te se (1) = e" oppure y(x) = e" e s(r) = ze" sono soluzioni particolar dell'equazione 
omogenea y" > 01" +34 = D, allora una soluzione particolare dell'equazione non omogenea 
è della forma 


dove Q è un generico polinomio (da determinarsi) dello stesco grado di P. 


Caso i) Sin B(r) = es'(P(z) costr + Qr)sin e), con Pe Q polinomi e n,3 € R, #7 0 
Abbiamo due sottocasi 


2) se a 4 i8 non cono colazioni dell'equazione caratteristica A + a; A + ag = 0, 0 equivalente. 


sente e (e) = e cos e (e) = © sin. n0n sono soluzioni particolari dell'equazione 
omogenea "+1 Y +0 


è della forma 


dove Pi e Q; sono due generici polinomi (da determirani) di grado uguale al massimo dei 
gradi di Pe Qi 


0 allora una soluzione particolare dell'equasione nor omogenea 


#0 0 1.48 cono soluzioni dell'equazione caratteristica AE +, A + ny = 0,0 equivalentemente 
se y(1) = ese oe do e y(x) = co sim 85 sono soluzioni particolai dell'equazione omogenea 
4 > any + 099 = 0) allora una soluzione particolare dell'equazione non omogenea è della 


forme 


dove Pi e Q, sono due generici polinomi (da determinarsi) di grado uguale al massimo del 
gradi di Pe Q4 


(8.14) Osservazione Tudividuata Ta fama dell'integrae particolare g, dell'equazione nun omoge= 
‘ea, lo ì determina imponendo che y, verifichi l'oquazione non omogenee y" + a, + a y = b(7) 
perognize 


TE ata ei pini TI <Q, Ramnoia goal grado mino 0 ugual al manco dl gradi di e Q e che 
reno sino di due ha grado uguale l maso dei gradi di Pe Q- Nelo appicason, dovendo determinare due 
polini 1 cavie pre e sino ue ge pio di grade uguale al mario cei radi di € 
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(4.15) Teorema (Principio della sovrapposizione degli efftti) Sieno / € Rm 
intervallo, ago, € R, n EN, n>1 eh... :1 -+ R funzioni continue 

Allora va integrale porticolere dell'equazione differenzile lineare del secondo ordine a coff 
Genti costanti non omagensa =; ty y = i) +---+6,(5) è dato day 

dove y, è un integrale perticolare dell'equazione non omogenea 9" + ar y' + ay y = hi{r), per 
comi ® 


Dimostrazione. Si ha che y è deivabilo duo volte su in quanto somma di funzioni dervabili duo 
volte su 7 con 


dit 


Sossituendo nel primo membro dell'equazione diferenziale sì ottiene 


grafo a = (+ Ft atta) tal 
= (UE agi + anti) + + {LL any + ave) 
SRD Ae 
DIOERETTO] 


Quindi yè soluzione dell'equazione diForenzialo nos omogenea 


rg day = dale) 4A) 


Questa propriet‘ a sussiste anche quando a, e a; non emo funzioni costanti, Inoltr, vale anche 
per le equazioni lineari del primo ordine 


(10) Poorema (di esistenza e unicità globale della soluzione del problema di 
Cauchy) Sino / € R un intervallo, ya; € R, b / > R una funzione continue, 23 E I € 
son £R 
Allora siste una e una sole soluzione massimale del problema di Cauchy 
CALTETTROS] 
srd= va 
vin=a 
definita 1 


Tralasciamo la dimostrazione. 


(3.17) Esompio. Determinare l'integrale generale delle sozuenti equazioni difirenzili fineari a 
coeSictenti cosanti non cmogence 


yess 


2) gas + 
9 gizyty=ei 
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Uatty 


Senlgimento 


1) L'Integnale generale dell'aquazione difrenzile lineare a coefficienti costanti non omogenea 
gP- Sg + 29 = e è dato da y = y, = gp, dove y, è lintogralo generale dell'equazione 
omogenoa associata y" — dy' + 29 = 0 e y, è un integrale particolare dellequasione non 
omogenea. Deserriniamo inigialmente y,. L'equastone caratteristica associata all'equasione 
omogenca è A - 3A +2 


te ui soluzioni sono 


Quindi l'intagsao generale dell'equasione omogenea è 
slegato ner 


Determiniamo un integrale particolare 4, dell'equazione non omogenea. Consideriamo i 
termine forzanto 6(r) = e. Si osserva che 


sa 


LE 


cioè è della farma ble) = P(2]e" con P(s) = 1, quindi un polinornio di grado sero e 0-= 3 
Poiché a / Axy, quindi non è una soluzione dell'equazione caratteristica, et ha che un 
Integrale particolare dell'equazione nos omogenca è della forma 


MORIIORA 


dove Q è un generico polinomio dello stesso grado di P. Quindi @ è un polinomio di grado 
nero. Posto Q(e) = A ER, si ha quindi che g, è dela forma 


gar 
Per determine coplicitamente y sositutamolo nell'equazione non omogenea. Si ha che 


Las, 


Ufa)= aan flo) 


Quindi sosituendo nell'equazione non omogenta i ottiene yî — 3y; +2 


adele — gets 240 


Put io gal 
> 2ed 4°} 
a segue che y,{r) = de. Quindi l'integrale generale dell'equazione non omogenea è 


vi è, queer 


RORITCRETETI 
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2) L'integrle generale dell'equazione difenziae lineare a coefficienti costanti non omogenea 
y°-3y+ 24 = (2-4 2)e è dato da y = y, + y,, dove 4, è l'integrale generato dell'equazione 
omogenea associata y" — 3y' + 24 = 0 e y, è un integrale parccolare dellequazione non 
omogenea. Detersintamo inizialmente y,, L'equazione caratteritica ascociata alloquazione 
omogenea È A# — 3A +2 = Ole cuî soluzioni sono 


Nere, 
uir)= ae +e a eR 


Determiniamo un integrale particolare y, dell'equazione non omogenoe. Consideriamo il 
termine forzante b(2) = {2 + 2}e° Si osserva che 


Ma) = De = (242) at 
cioè è della forma biz) = P(2)ex con P(e) = 24 2, quindi un polinomio di grado uno, e 
@ = 1 Polché a è una soluzione dell'equazione caratteristica con molteplicità m = 1, si ha 
che un integrale particolace dell'equazione non omogenea è della forma 


MORITOA 


dove Q è un generica polinomio dello steso grado di P. Quinlt@ è un polinomio di grado 
uno, Posto Q{x} = Az + B, con A, B € R, si ha quindi che g, è della forma 


gy(o) = (Ar + B)et = (Art = Bret 


Per determinare eaplicitamente y, sostituiamoto nell'equazione non omogenea. Sì ha che 


sta 


a) 


TA2 + QA+ ble + Ben, 


1A2 + (144 8) +24 +-28]6. 


Quindi coeituendo nell'equazione non omogenea i ottiene y/ — 3yj +24, = {r+ 2), cioè 


ARI + (1A + B)r +24 + 2B)e — IIArt + [RA + B)e + Bler + MAST + Bee = (14 2) 


— crarsra onore? 


Ne segue che y,(7) = — (12? + 3r) e. Quindi l'integrale generale dell'equazione non omoge- 
= +) 


seta (le4a)e ae 


3) L'integale generale dell'equazione differenziale 
gi 2/+ yet è dato da y = 4, + y,, dove g, è l'integrale generale dell'equazione omoge= 
nea associata y" — 29° + = De y, è un integrale particolare dell'equazione non omogenea. 
Determiniamo inizialmente y,. L'equazione caratteristica associata all'equazione omogenea è 


este a coefficienti costanti non omogenea 
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402441 =0 1a cui soluzione è A = 1 con maltplictta m = 2. Quindi 
dell'equazione omogenea è 


integrale generale 


ul artore, ager 


Determiniamo un integrale particolare g, dell'equazione non omogenea. Consideriamo i 
termine forzante b(r) = e. Sì osserva che 


zen 


cioè è della farma b(o) = P(2}e* con P(s) = 1, quindi un polinomio di grado sero, e n= 1 
Poiché a è una soluzione dell'equazione caratteristica con molteplicità m = 2, si ha che un 
Integrale particolare dell'equazione nos omogenca è della forma 

Poe, 


dove Q è un generico polinomio dello stesso grado di P. Quindi Q è un polinomio di grado 
naro. Posto Q(7) = AR, si ha quindi che y, è dela forma 


uo) 


Are 


sla 
Per determinare caplicitamento y; sosituiamolo nell'equazionenon omogenea. Si ha che 


ui)=a (+e leaf) 


Quindi sostituendo nell'equazione nos omogensa si ottiene 4 — 24; +45 


A(P+ir+a)e 2A (erede — 24 


No segue che y,(e) = dae". Quindil'integrale generale dellequazione non omogenea è 


VORIITCETTO] 


19 


L'integrale generale dell'equazione differenziale lineare a coeticonti costanti non omogenea 
NT+ y= at è dato da y== y, + gp dove g, è lintegnale generale dell'equazione omogenea 
asvociata y'+y = 0g, è un integrale particolare dll'equazionenon omogenea. Deserminiamo 
inizialmente y,. L'equazione caratteristica associata all'equazione omogenea è A} + 1 = Ole 
cui soluzioni sono A, = i. Quindi l'integrale generale dell'equazione omogenea è 


sei 


Determiniamo un integrale particolare y, dell'equazione non omogenoa. Considersamo il 
termine forsance be) = sin. Si osserva che 


“a 


arcossiaina, | cnr ER 


P=10-coe(1 12) 41. en (1 2)] 


Lasde 


cioè è della forma bs} = e""{P{7) coe7 + Q(x}sin dr), con P(x) = 0, Q(5) 
8 = 1 Poiché a 4 10 = di sono soluzioni dell'equazione carestristica, sl ha che un integrate 
particolare dell'equazione non omogenea è della forma. 


0°" (Pe) coe a + Qj(3)sin 


sla) 
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dtave Pi © Qi sono due generici polinomi dello stesso grado del massimo dei gradi di P e Q 
Quindi P, © cono duopolinomi digrado sero. Posto P;{z) = A, Q1{r] = B, con A, B ER, 
si ha quindi che g, è dlla forma 


alAvosz + Bain) 


gle 
Pes determine esplicitamente 4, sorituiazolo nell'equazione non mogenea. Si ha che 
ile) = Acosr + Bains > (-Asinz + Besa), 
Mit) = -2Asn7+ 2Bc0nr + ri-Avver - Bain), 
Quindi sostituendo nell'equazione non omogenea ottiene yi= y, = sit, cioè 


—2Aains > 2Bvoss +z(-Acoss— Bino) + s(Avoss + Bsins) 


— ohne +20c00r sino > (-24- Deinz+ 200002 


osso cos 0 în lincermente indipendenti vedi Fenmpio (3.7) si ba 


mnzo fard 


—ircono Quindil'integiale generale dell'equazione non omogenra è 


1 
92) + gpl) = icons + ersin e Taconr, ene ER 
n + 7 


(3,18) Osservazione Se i commette un errore nell'individiarela forma di un integrale particolare 
dell'equazione diFeernziale non omogenea, allora si giunge ai una equazione che non ha soluzioni 
per ogni £ € 1. Infati, supponiamo che nell'esempio 4) non cì si è accerti che i sono soluzioni 
dell'equazione caratteristica. Allora un integrale particolare dell'equazione nox omogenea è della 
forma 


Per determinase ceplicitamente 4, sotituismolo nell'equazionenon omogenea, Si ha che 


gi 


Asino = Booez, fr) =-Aconr- Bains 


Quindi sorituendo nell'oquasione non omogenea i ottiene y7 + 4 
— Ater Beinrd Acoer- Banz= dns —> sine=0 


che non è risolta per ogni 2 € R per alcun valore di 4,5 € R_Ne deduciamo che la forma 
dell'intagralo particolare è orrata. 
(3,10) Esempio: Desenzinare la soluzione del problema di Comchy 
By + Bg = detti 
so) 
vo) 
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Senlgimento 
L'equazione differenziale è lineare del econdo ondine a coefficienti costanti non omogenra. Poiché 
il termino forzanto B() = Se?" + cin 7 è definito e continue se R, allora per il Teorema (3.16), sl 
problena di Cauchy amzetre un'unica soluzione definita su R. Per determinare questa soluzione 
calcoliamo innanzitutto l'integrale generale dell'equazione non omogenea 

L'integrale generale dell'equazionenon omogenea y1-su'+8u = de" sins è dato day = 4.44, 
dove g,è l'integrale generale dell'equazione omogenea associata g— By/ + 8y = De , è un integrate 
particolare dell'equazione non omogenea. Determintamo inizialmente 1,, L'equazione coreterietica 
associata all'equazione omogenca è Xî — 5A + 8=0 le cuì soluzioni sono 

si2_{2 

“a 


Quindi integrale generale dell'equazione omogenea è 


ua) 


Determiniamo un integrale particolar y, dell'egzazione non omogenea, Consideriamo i termine 
forzante b) = Set + sì. Si ocrva che b(3) = bi (e) = b,(2), con bi (e) = de e h,(e) = sins. 
Per il Princsio della sovrapposizione degli efeti (vedi Teorema ($.15)) st ha che 4, = 8, +%» 
dove 4, è un intogralo particolare dell'equazione non omogenea 


ETENTETTO) 
©47, è un integrale particolare dell'equazione non omogenea. 

VELENI 
Determiniamo inizialmente, Si aserva che 


DO 


(e) 


aeecge 


cioè è della forma Bi(s) = Pleje® com Pr) = 3, quindi un polinomio di grado sero, n a = 2 
Poiché a = 2 è una soluzione dell'equazione caratteristica con molteplicità m = 1, i ha che un 
integrale particolare dellequastane non omogenea è della forma 


ap lr) = sla), 


dove Q è un generico polinomio dello stesso grado di P. Quindi Q è un polinomio di grado zero. 
Posta Q(s) = A € R, si ha quindi che, è della forma. 


pae 


nta) 
Per deterzinare cplicitamente 4, sostituiamolo nell'equazione non omogenea. Si ha che 


Alfa Ant e le) Ale 


Quindi oatituendo nell'equazione non omogenea con il solo termine forsante by gi ttiene yi, — 
6g], + 34, = ded", cioè 


Air 4 A)@ bar Med adr nd ASI 
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Ne segue che (3) 
Dererminiaimo ora 1, St osserva che 


tufo) = ein a = eP#[0 c00(1 2) +1 ein(1 0) 


cioè è della forma b{7) = e [P(2) cos 7 + Q{7) in 5), con P(2) = 0, Q(2) = 1a =0ef=1 
Poiché ai = di non cono soluzioni dellequazionecarasteritica, si ha che un integral particolare 
dell'equazione non omogenea è della orma 


Wola) = e (Pe) cos e + Qi (0) sin 7), 


dove Pe Q, sono due generici polinomi dello steso grado del massimo dei gradì di P e Q. Quindi 
Pi e Qi sono due polinomi di grado sero. Posto P,(r) = A,Q;(e) = B con A, B ER, st ha quindi 
che gp, è della forma 


H1,(5) = Aconx+ Bains. 
Per determinare coplicitamente 4, sostituiamolo nell'equazione non omogenea. Si ha che 


Asino = Bewes, gf, (e) = -Acoss— Bains 


Quindi sostituendo nell'equazione non omogenea con il solo termine fersante & si ettine gf, — 
895, + Buja = sin, cioè 


—Acver - Bains 6(-Asins + Bener) + S(Acowr + Baina] 


° 


(TA — GB) cos + (6A + TB) ine 
(TA — 6B)cosz + (8A +78 1) cin 


dipendenti (vedi Esempio (3.7)), i ha 


essendo cos 7 e sin linearmente 


fue 
BA+TBL1 


Ne segue che y,, (1) = (60062 + Tein 2). Un integrale particolare dell'equazione non omogenea 
g'= Gy +84 = det benz è 


seg 
ret E (beer + Tano) 


PAGETSO 


Quindi l'integrale generale dell'equazione non omogenea è 
2 


fa) = le) + (e) = ttt pete dre Liocosr+ Tanz), | eva eR 


Imponiamo orale condizioni insiti (0) = 0 e y(0) = 0. Omerviamo che 
3 1 

00) = dee + dee — Bar + et + L(-paine + 70062) 

( + For - et + L{-6sin2 + 70002) 


Quindi 


dro. 8. L'ancelott, Lesioni di Analisi Matematica | 


Quindi a soluzione de problema di Cauchy è 


Bra 


i 


Ù ; 
Falfcoss rina) 


Appendice A 
Approfondimenti 


1 Potenza con esponente reale 


La nozione di potenza con esponente naturale, intero, razionale è ben nota sin dagli studi pre 


universitari In particolare, e q = = e Q com n € 2, m € Ni m 7 0,1 e 5 > 0, alora la potenza 
Ai base x ci esponente razionale q È Da 
vr 


È definita anche per 
Nel Capitolo 2 abbiamo introdotto le potenza con esponente reale di un numero reale x > 0 


seg 30. 


nel seguente modo 


edcrcli se 


nin: ge Q 9 <0}, 
=uuplot: 46 Q 9<0} 
Diamo ora un'altra definizione, equivalente, di potenza con esponente reale 


ser>los* 


(1.1) Definizione Siano ne Res >0. 
La potenza di baso + ed esponente a dil numero reale cucì definito: 


20 = limes 


dove (4) è una qualunque successione in Q tale cho lima, = a 


Osserviamo che la definizioneè ben posta, ciò non d'pendo dalla scelta della successione (3,) 
che converge ad a. Limiriamoci al caso 2 > 1 (e 2 < 1 si considera 7°! = è) 

Infoti, proviamo inanzitutto che sr (a,) è una successione in Q con Time, = 0, alora si ha 
che 


tima 


Cominciamo eol dimostrare che 
ima 


1 


Per asvundo supponiamo che im È #1. Allora esiste € > O ale che per ogni & € N esiste n, 2 & 
tale che z 
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In particolare, essendo *% > 1, si ha che 
aÉDIFe => FB (FAM: aseundo perché (14 e) o 00 


Quindi fisso € > 0 ssieto N € N tale che perogni n > N ha che 


Si ha che per esercizio) 


lrn ilsaimioi 


Poiché lima, = 0, esisto ny € N tale che per ogni n > no sì ba fa] < È. Allora per ogni n > 
merda, N} si ha che 


lim nilesinitcrbo1ce 


Ne seg che lime = 1 
Sla ra (px) una sucrsone crescente in Q convrzento a a. Una sucocone sfata vete 
sempre. Infatti, sendo denso in Resisto sempre un numer asionalep, € (@ è. a 23), Lo 
ctsone (.) di mame aionli tale cho a è <p, < a- dr perogmi n € Nn > 1, quid 
peri Secondo torema del conforto (voli Tee (627) del Capitolo 5) i ha che pa 
notte pa < a — 5 < pui: Quindi) è cscent, Eacendo 2 > 1 anche la sucsione 
recente  pich p, < è anche limitata, Pr Tora 6.42) del Capitolo i ha che cite 


Sta ora (4) una qualunque sucersione în Q convergente ad a Proviamo che 


time 


Sì ba che lim(a, — p,) — 0. Quinai per quanto dimostrato in precedenza si ha che 


times mel 


Alora 


Abbiamo quinili dimostrato che il Nite di rt è sempre lo steso numero tele, chiunque sia la 
successione (9,) convergente ad a. Pertanto la defnizioneè ben posta 

(1.2) Osservazione La nozione coì introdotta di potenza con esponente reale è equivalente 
a quella introdotta nel Capitolo 2 e richiamata precedentemente Infutt, e o € Res > 1 
(analogamente so 0 < 7 < 1), allora per il Lemma (6.12) del Capitolo 3 site una successione (7,) 
infr: 46Q q.< 0} tale che 
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Si pio supporse che (2) sia crescente, perché esiste sempre una successione masimizzante crescente. 
Infatti, se (z,) tendo a L = sup {r1> 9 EQ, g < a} onon è crssconte, allora si po considerare la 
successione così definita: 


mex{max{z,i 2 <j< 2%), marlm: 3<4<n-1)} sen eat 


I pratica 4, coincide con 2, tranne per 
2, com 28 < 5 < 204 gia degli, cam h < n — 1, cioè degli precedentemente definiti, Oserviamo 
che per ogni n > 3 ha che 


20-4 e por questo il valore di 4, è il massimo sia degli 


n Sh SL 


Quindi per il Secondo teorema del confronto limy, = L. Consideriamo ora la sottosuccessione (Ur,) 
di (u,) definita da 
de 
Exendo una sotrosuccessione di (4,) si ha che limy,, = £. Inoltre è crescente. Infatti, per 
definizione bj 
Vo, S Un > marta i FER MI} Pica 

No segue che (1,,) è una successione massimizzante crescento in {r1: gE Q. q<a} Quindi 
possiamo supporre che (5) sia crescente, Per ogni n € N esiste g, € Q con q, < @ tale che 
Ne segue che (g,) è una successione crescente in @ con g, < a per ogni n € N° Per 
(8.12) del Capitolo 3 si ha che limg, = supg, = p < a e per la definizione di potenza 


sppena introdotta 


dalipam a lime, = sup fat: 96 Q, 150) 


Proviamo che p = a, Infatti, e per assurdo fose p < a allora rscendo Q denso in R esito 
TE G tale che p <7 < a. DI conseguenta si avrebbe che 


F>e = miplrto 169, 950}: assurdo 
Quindi p= a cioè mq, 


168 950} 


(1.3) Eserelzio. Dimostrare che la potenza con esponente rele introdotta con la Definizione (1.1) 
soddisfa Te classiche proprieta delle poter: 


avageri se 


) VaeR: a*>0, 


d) send lea cd, alloras <a. 
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2 Il Principio di induzione 


TI Principio di induzioneè un teorema che permette i dimostrare in modo rigoroso proposizioni che 


dipendono dai mumeri naturali, ovsiando ws) al'imperfezione di dimostrazioni che si concludono 


con l'espressione linguistica "e così via. 


(21) Teorema | (Principio di induzione) Sia P{n} una proposizione definita per egni 
Ni Supponiemo che 


2) PO) sia vera; 
B) se per um generico n € N si ha che P{n) è vero, allora P(n+ 1} è vera 


Altora P(n) è vera per omni € N, 


Tralasciamo la dimostrazione 
L'ipotesi 0) è talvolta detta condizione inizialo, mentre in 8) l'ipotesi che Pin) sia vera È 
detta Ipotesi induttiva 0 di ricorrenza 
Più in generale questo tcorema vale anche se a proposizione P(n) è definita solo per n > n 
comm e N. 


(22) Esempio. Per ogni n € N la derivata n-esima della funzione f{e} = 

Tar 

Utilizziamo ì Principio di induzione (si dice procediamo per induzionos n € N), Controlliamo che 
) è 8) del teovrsa precedente 


1% 


stano verificate le ipotesi 


@) Per ne 0 i ba che 
1 ol 


*a=ta= = ga 


Quindi per n =0 la proprietà è vera 


D) Sia n € N e supponiamo che la pope’ a sia vera per n, cioè che 


sea 
Dimoetismo che la opt è è vera per n +1, cioè 
t+ 


sera Ta 


Per fare o utlizion l'ipotesi induttiva, cioè che la poprie a è vera per 1, Si ha che 


gent) = (9) a 


t+a)e 
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Quindi è vera per n + 1. Poiché le iputesi sono verficate, per il Principi di induzione si ha 
che la propoet a è vera per ogni n € N 


(2.5) Esempio. Per ogni n e Nn > 1, la derivata n-estma della funzione 


Saetta ser 


FC) = ala — fa -2) 1 (a = n= Ma 


Procediamo per induzionesu n € N. Control 
precedente. 


sam che siano verificare le ipotesi a) eb) del teorema 


a) Per n= lai ha che 


ra) 


Quindi per n= 1 la proprietà è vera 


8) Stan €, n > 1 e supponiamo che la ppt sl vera per 1, cioè che 


LO) = ala — Da - 2) la a- 1))1+2} 


Dimoetiamo che la pope è vera per n +1, cioè 


4602 (0) = ale (0-2) (a n 4a 


Per faro utliziono l'ipotesi induttiva, cioè che la pupe» è vera per n. Si ba che 


sn) = (19) 


= D fa(a—1)(a-2)---(a- (n= (+2) 


= ala 1)fa 2)... fa (n (a -nj(l = a)en* 


Quindi è vera per n = 1. Poiché le ipotesi sono verificato, per il Prineipio di induzione si ha 
che la proprieta è vera per ogni n € Nn > 1 
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2 Limiti notevoli 


Tabella B.1: Limiti notevoli 
sine =2+olo), 240 
log, (1 42)= iurtolo), 2-0,Va>0,ag1 
tog(l+2)= stola), 540 
are lerloga Sola), 20, Va>0 
eelertol), 240 
+artols), 20, Na eR 
in stola), 29400, Ya > I R> 0 
atno(d), sota 1, vE>0 
(@) 
lel'=ote), 2-0 VO <a<1,VE>0 
tin hat = lim È 


2400 VO <A 150 


2400, Mak > 0,071 


lim 24 log, 
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3. Derivate delle funzioni elementari 


Tabella 8.2: Dervate delle 


1a ra 
1)= 2 neN Pri 
“ nen 
Ha]=r aeR 


agi 
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4. Sviluppi notevoli di McLaurin 


Tabella 8.5: Sviluppi nosevoli di Mel.aurin 
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5 Integrale indefinito delle funzioni elementari 


Tabella BA: Integrale indefinito delle funzioni elementari 


VEIGIÀ 


Ji 


f fr} de = arctanz + 0= -arcoote + e 


1 DI fia. lanm+e, c€ 
fia ocra FECE R 
PRIREENENE [Aadezzonita ceR 
1=arle fs6)de= ii anzcves) te cer 
3 
1 
LE) sine [10145 = ienbecone nto ce 
Ve=oato | frode liusizoazza ta ese 
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